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Skriptum je urZeno pro posluchafe 3. ro¥niku oboru radiotechnika elektro~’
technické fakulty 8VUT. Veniklo uUplnym pfepracovénim textu [1] na séklad¥ skude-
nost{ sfskanfch pfi predndskéch vedenych v letech 1979-1983. Proti prvému vydéni
Jo podstatné v#tsf posornost vinovéna vyjéafen{ signdélu v kmitodtové oblasti, kte-
ré je pro Stendfs mén¥ obvyklé, ale mnohdy snalnd zjednodulf dvahy. Aby si Ztenal
toto vyjédP¥enf osvojil, Je ve skriptu velké mnofstvi obrdskd. Podle mého ndzoru
Je nesbytné, aby budoucf radiotechnicky in¥engr vEai¥l, fe vyjédrent signélu v kmi~-
toXtové oblasti je rovnocenné s vyjddfenim v oblasti Zasové.

Podstatného rozdiren{ doznala i kapitola o ndhodnych signdlech. Na¥i poslu-
cha%i se &asto mylnd domnivajf, %e radiotechnike je um&ni sestavit p¥fijima& vyso-
ké jakostn{ t¥{dy. Moderni radiotechnika je radiotechnikou statistickou. Na zédkla-
4% analyzy statistickych vlastnostf signélu a ruden{ se nalesne nap¥., vztah mini-
maligujfc{ pravd&podobnost chyby pFi prenosu dat, maximaligujfc{ pravd&podobnost
nalesenf c{le radiolokétorem, vztah pro nejvétsf presnost radiového urtenf polohy.
Algoritmizace, pfistrojovd realisace tohoto vetahu vede k fesen{ problému, Takové-
to pojetf radiotechniky je pom¥rnd néro¥né. SneZil jsem se proto vybrat Jjen pro-
blémy, které bude posluchal potfebovat pri studiu daléfho textu nebo -daléfch pled~
a¥td. Préce na skriptu s odborného hlediska nenf ve své valné Zésti prac{ nikterak
ebjevnen, ale shrnutim vice &i mén¥ snémych posnatkd a postupd., Postupy byvaj{
rdzné - volil jeem ty, které jsou jednoduché - ostatn¥ vidy je citovéna literatu-
ra a Stenét mdis sdm porovnat prf{stup riznfch autord ke ste jnému pfobl‘nu.

Skriptum je ureno pro predmi#t pripravnf. Proto napf. u modulaci se Ctenél
sesnéa{ s jejich podstatou a s problémy sysiémovymi. KonstrukZng detaily mu poda-
J{ specialisevané pledméty studia,

Pres vedkerou snahu a pé%i se do textu jist® vleudily chyby, nékteré formu-
lace shledé Ztenél nepfesné nebo nesrogumitelné. Budu vd¥Zen ga upozornéni ne ne-
dostatky. Jen tak bude mit préce, které jsem vénoval vitéinu dndl krdsného léta

1983, omysl.
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. ZAKLADNI CHARAKTERISTIKY SIGNLLG®
A SOUSTAYV

1,1 SIGNALY A SOUSTAVY

B8¥ny Zivot prind31 potd¥ebu informovat Zlovika o stavu urdityeh objektd.
K tomu slouf{ soustavy zajisfujfet generovéni, plenos a zpracovéni zprév. Obecné
schema takovfchto soustav je na obr. 1.1.

Zprévy mohou byt nejrizn¥jstho pivodu a povahy. Nap¥, obraz objektu, idaj
o teplotd, vzddlenost. MnoZin& stavi objektu odpovidd mno%ina mo¥ngch zprév.
P¥{jemece zprév zpravidla nevi, v jekém stavu objekt je a tato neznalost se pie-
nosenm zprév odstranuje nebo zmenduje.

U pfijemce zprdvy je tedy pfed jejim prenosem "neur¥itost" o stavu objek~
tu; po prenosu zpridvy je tato neurditost zXdsti nebo zeela cdstrandna., Do jaké
niry je neur¥itost odstran&na zivisf{ ne mnoZstv{ informace, které zpréva nese,
Jednotlivé stevy objektu se z hlediskae p#fjemce vyskytuji s uréditou pravd&podob-
nost{ a 8 touto pravd¥podobnost{ se generujf i odpovidajici{ zprévy. Je-~li pifjem-
ce zprédv informovén o tom, Ze se vyskytl stav, ktery md velkou pravdé&podobnost,
nebyla odstran¥nd nejistota o stavu objektu velkd a zpréva prenesla jen maléd
moZstvi informace. Naopak pfi prenosu zprévy o stavu, ktery se vyskytuje s ma~
lou pravd&podobnosti, nese zprdva velké mnoZstvi informace.

Zprévu je t¥eba pro pfenoce upravit - prevést na zmdny fyzikélni veli&iny
pro prenos vhodné (el. proud, tlak vzduchu, intenzita avétla, tiSténé znaky) =~
tj. vytvorit signdl (elektricky, pneumaticky, optickf). Signdl se prend3f vhod-
nym mediem a prevéddi do takového tvaru, ktery miZe pPijemce zprévy vyuiit.

Pokud je jednoznadny vztah mezi stavem objektu a zprévou u pi{jemce, pra=-
cuje soustava bez rudeni. Vyskytuje-li se v soustavd rufen{, mohou byt pFi stej=
ném stavu objektu prfjemcem p¥ijimény rizné zprévy. Soustava pak pracuje s rufe-
nim, RuBeni zavéd{ do prenosu neZddouc{ neurditost, brénfi tak Uplném odstrensni
neuréltoeti o stavu objektu a zmen3uje mno¥stv{ prend3ené informace.

zprdva signal signdl zprava
pFevod : ' .
objekt | —fzpravy na prenos prevod f I zivatel
signal signalu signalu

L . !

ruseni
NI(t)

Obr, 1.1



Skute¥nost, Ze v soustavd existuje ruleni, vyjédfime tim, %e krom¥ signé-
lu u¥itedného, odpovidajicfho prendSené zprévs, je pritomen rudivy signdl, ‘

V naSem textu se budeme zabyvat signdly & soustevami. Na zékladd vyde
uvedeného budeme pod pojmem signdl rozumdt fyzikdlnf veliZinu sS(t) , kterd je
funke{ Zasu +t /2/. Zpravidla pijde o elektrickou fyzikédlnf velilina (nap¥.

proud, napltf) a tedy o elektrické signdly. Je tieba upozornit na rozdfl mezi
signdlem S|t a funkel f(t} /3/. Funkee mohou byt vzhledem k prom3nné
mnohogzna¥né, fyzik4ln& existujief signély jsou jednozna¥nou funkef Sasu t .

Pod pojmem soustava budeme rozumdt /4/ mnoZinu prvkd vhodnym zpisobem
spojenych a vzdjemn¥ na sebe plisobfefech pod vliivem vndjifech a vnit¥nich signdld
za delem splnéni poZadované funkce, V dal3fm vykladu pijde vesmEs o elektronic-
ké soustavy tvolFené elektronickymi prvky. Soustavami se budeme zabyvat v 7. ka-
pitole.

1.2 DRURY SIGNA1IS

D¥{ve neZ pristoupime k analyz; s8igndld, zminfme se o jejich klasifikaci
a zékladnfich vlastnoatech. Podle toho, jek jsou definovény jejich hodnoty, d8li-

me 8igndly na

1) determinované (reguldrnt),

2) néhodné (stochastické).

Determinované signdly jsou popsény nendhodnou funkei Zasu & mi¥eme proto
urdit v kafdém okamfiku jeJjich hodnotu,

Néhodné signély jsou ndhodné funkce Zasu. Pro dany ¥as je velikost signdlu
néhodnou veli¥inou, nemiZeme pFedem urfit jejf hodnotu; urZit miZeme jen pravdd-
podobnost, Ze bude leZet v urfitém intervalu. K néhodnym signélim pat¥f pFedeviim
rulen{ (¥um), jehoZ sloZitd fyzikdlni podstata znemo¥nuje p¥esny popis viech
a8 ja,

Teké signdly nesouci zprévy musime povaZovat za néhodné, Kdyby toti% stavy
objektu, ktery sledujeme, byly determinovanou funke{ ¥asu, znali bychom je pie=-
dem pro libovolnf okamZik a nebylo by treba zajifovat prenoce zprév. Z tohoto
hlediska determinované signdly, tak jak se jimi budeme ddle zabyvat, jsou idea-
lizec{ ~ predpoklédéme, Ze jejich parametry jsou pfedem ddny a nejsou ovlivnové-
ny nap¥. prenddenymi zprdvami. Nédhodnym signdltm je v&novéna 6. kapitola.

Jek jsme uvedli, chépeme signdly jako funkce, Podle povahy definiéntiho o=-
boru a oboru hodnot miZeme provést jejich dalsf dslent /%/.

Podle povahy defini&nfho oboru je d%¥lime na

1) pBigndly se spojitdm Xasem - jejich definidnfm oborem je Zasovy inter-

val; pro jednoduchost budeme pirivliastek "se spojitym Zasem" Zasto
vynechévat,

2) pogloupnosti - jejich defini¥nim oborem je spoletné mnoZina hodnot
gasu; nejlast&ji jsou hodnoty &ssu, pro které je signél definovén,
nésobkem kroku diskretizace T, , tj.

t = nTV s = ..., —2’ —1, O, 1, 2, eeny Tv>0'

n&kdy je nazyvéme gicndly s digkrétnim Zasem,
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Podle povahy oboru hodnot signdly d¥lime na

1) apojité (nekvantované) - nabfvaji nespofetiné mnoha hodnot 2 néjakého
intervalu,

2) Jdiskrétngl (xvantované) - nabyvaji kone¥ného po¥tu hodnot z n&jakého
intervalu.

Rozd&leni signéld je zndzorndno na obr. 1.2,

signdly

!

1

signdly
se spoji- posloup-
tym casem) nosti
spojité diskrétni spojite diskrétnf
‘andl iandl posloup- “posloup-
signaty stgnhdly nosti nosti
S(t)
s(t) S(lt) sit ) :
"\/- 3 o - 3
2 ) - 2
1 [rr 3
0 0 0 ! 0
t t 123456 ¢ 123456 ¢

Obr, 1,2

Poznemene jme, %e se Zasto uvdddjf i jiné terminy (napi. L87):

- spojité signdly se nazyvaj{ analogové,
~ diskrétni signdly se nazyvajf impulsové signdly,
- diskrétn{ posloupnosti se nazyvajf{ 3islicové (digitélni) signély.

V dal3im textu budeme zachovdvat rozdéleni podle obr. 1.2.

Signély, které se vyskytujf v technické praxi, maji vidy vyjédd¥eny po¥éd-
tek (zdroj reélného skute¥nd existujfefho signédlu musel byt n¥kdy zapnut)
t = tg. Pro t < tg je signdl identicky roven nule. Takovyto signdl se nazyvé
kauzdin{ (p#{Zinny) - viz obr. 1.3.

Vzhledem k tomu, %e technické zdroje mohou dodat jen omezené mnoZstvi

energie, mi¥e m{t kauzdln{ signdl nenulové hodnoty jen do Zasu tp

. Pro Zas

t¢ <tq, tp> je signdl identicky roven nule. Takovyto signdl se nazyvéd finitn{
~ viz obr. 1.4. »



sitf s(t)

/" an

7 y
ta t tq | tp
Obr. 1.3 ' Obr. 4.4 -

Dnl8{ t¥fdu signéld tvo¥f{ eignély periodické. Platf pro n¥
s(t) = st +To)t Tog>0) tel-o=t1402e))
tj. majf stejné hodnoty v okem?icich vzddlenych od sebe o Tg e jeho nédsobky.
VeliZinm Tg se nazyvé perioda. Je trebs upozornit, Ze periodicky signél nent
signdlem finitnim a nemiZe tedy fyzikdln¥® existovat. I pFes tuto skutelnost
s nim budeme ddle, vzhledem k jednoduchosti, &esto pracovat. Rozdfl mezi teore-
.tickymi vysledky zi{skeamymi pro periodické signdly a skutedné signdly, pro které
s{t)=s{t+Tg),t €< ta;tp> , bude z technického hlediska zanedbatelny, bude-
1i trvédn{ ai'ghélu mnohondsobn& del¥f ne# jeho periode
tb —ta > To
a odezni-1i wiechny prechodové jewy vzniklé pFipojenim tohoto signdlu v Ease
t = tq..

4,3 sIRGULARNY syowALY. DIRACBV IMPULS

Signdly, které by mely nekone¥n¥ strmé pPechody mezi hodnotemi (tek jak
tomu je napf. na obr. 4.2), nemohou redln& existovat. Presto jimi budeme redlné
signély nshrazovat, protoZe se tak znaln& zjednodu¥i matematicky zdépis. N&kdy

se takovéto signély nazywaji singuldrnf /7.

1.3.1 Jednotkovy skok
Jednotkovy skok A (t) ebr. 1.5 se definuje

0+ t<©O
7 (t) = 12. bt =0
1ot >0 (1.1)
Jednotkového skoku miZeme poufft k tomu, sbychom ze signdlu S(t) + 0.
t € (~ee1o=] vytvoFili keuzéln{ signdl $S1 (t), {obr. 1.6):
sqlt) =s{t)N{t-tql, (1.2)

Pomoc{ jednotkového skoku miZeme ze signdlu S(t) =k 0ite [-oo1+ o)
vytvorit finitnf signdl S; (t) (obr. 4.7):

So(t) = [q(t—ta)-’i(t—tb)]-s(t) (1.3)
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Obr. 1.5 Obr. 1.6
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~
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?' Sy {t =i
A
t

-

0 tq

Obr. 1.7

1.3.2 Prepinact (zmeménkovy, komutadnf) signdl
Prepinaci signél definujeme (obr. 1.8)
1 " t>0

ﬂwﬂt)=%l= {0 L t=0
40 t< 0 (1.4)
Lze ho vyjédrit pomoct Jjednotkového skoku {(1.1)

sign(t) = 2 (t) -1 1.5)

a maopak

i) = 3 [1+signt)] (1.6)

smnﬂw
1

g




1.3.3 Obdélntkovy impuls, jednotkovy impuls

Signil‘vyjAGfenv hranatou zévorkou v (1.3) se nezyvéd obdélnikovy impuls
(obr. 1.9) '

1 1t < %
T Tyv_ J1 T
rect(%-] = %(t"*-z—’—-%(t—?): vi it = vi .7
0 ,HI>%-

Pokud budeme obdélnikovy impuls

zu¥ovat, vznikne jednotkovy impuls

rect [}
1 ; t
ult) = lim rect (=
i | T-0 )

(1'8)

Np S

|
¢
i
-.5. 0
obr. 1.9

1.3.4 Diraciv impuls

ViSe uwvedené singulérnmi signély nejsou diferencovatelné ve vlech bodech.
Abychom tuto obti odstrenili predpoklédéme, Ze jsou limitnimi pripedy spojitych
funke{. Wapt. jednotkovy skok je limitmim pPfpadem funkce (obr. 1.10)

1 t
Ny (t) = 5 +.T}- arctg ;v

(1.9)
nebo (obr. 1.11) at
' 0 t < -5
- d1 b < Aot
Mt = {'2' tir Ith= %
1 t ot
> 5
(1.10)
,(t) it)
1] 1 +-—
1 1/
¥3 l//j;/
0 t _‘3 0 _%g t
Obr. 1.10 Obr. 1.211



Pro At = 0 prejdou funkece (1.9) a (1.10) v jednotkovy skok
”z(t)-llm ML) = lim B, (t)

Derivace signdlu ﬁi(t) , ktery je modelem jednotkového skoku, je (obr. 1.12)

1
,(t) 'Q(t) = { ET‘ J lt' :E %}
0 jinde
(1.11)
s nahrazujeme ji pro ot — 0 gerivaci jednotkového skoku; nazyvéme ji
Direcovym impulsem a oznalujeme
Flt) = lim A (1)
4t—+0 (1.12)

Ne zdklad& uvedemého prechodu miZeme (viz obr. 1.13) odvodit zékladni vlastnost

Dirmcova impulsu

b Lim jb"mdt =
af Slt-to) dt = Ao q n

at
’ ) 1 Jto+-{
AlfnjbO—F . _at dt =1, a <tg<b
0=,
. FOP% 1
aihodl Jy,  dtmz etk
g [t 1 ‘
0™ 72
0 1 to¢ (a,b)
at
1
at | 2
At) . 0 A
oea Olt)=limT(t) a to b t
at-0 14
at
1
Atz 0
a=tg B t
1 14
0 A
1 a b=to t
ot _aty at;  aty t Lo
e . s at
0 to @ bt
Obr. 1.13

Obr. 1.12



Diraciv impuls je tedy Zasto spojovédn s predstavou nekoneZn¥& uzkého a nekoneZn&
vysokého impulsu, jehoZ plocha je jednotkovd.

Directv impuls mé tzv. vzorkowaci vliastnost. Je-1i funkce f(t)
spojité ne intervelu ( a;b), plati pri to € {a.b)

b .
f fFlt) Sit-to) dt= flto) (1.14)
a

tj. integrél z funkce f (t) nésobené Diracovym impulsem posunutym do bodu tp
je roven hodnot¥ funkce w bodé to . Tento vysledek se snadno zapematuje, uvé-
¥{me-1i, Ze plocha Dirmcova impulsu je jednotkové. Podle (1.14) impuls védZime
hodnotou funkce v bods tg (obr. 1.14) a jeho plocha must byt f(tg ) krét

vEtS8{. Presn®ji mifeme psdt At
b to*2
flt) &lt-tg)dt =tim f(t) dt .
Q»[ © At-)OA—F
p o
_ fi1) a fit)§(t-t,)dt = f(t,)
Na zékled& w&ty o st¥edni hodnoté&
flto miZeme tento vyraz prepsat
R 4 | 1 .
e t, b n thm-.oA_t”M flci
A
obr. 1.14 kde ce(to-ﬁziufo+—é-t—)

a to pri at—0 as ftg).
» Pozmememejme, %e Diracdw impuls se r&kdy nesprévné nezyvé Diracovou funkef,

d" - funkef aj. Nesprévnost spo¥{vé v tom, ¥e¢ integrdl z funkce, kterd v jedi-
ném bodd roste nade viechny meze a jinde je nulovéd, je nulovy. Tento nesouhlas
s (1.13) je dén nekorektmosti zavedeni 1imity a integrélu, které Je pFipustné
u tzv. distribucf{. Velmi nepPesnZ Pelemo bylo zaveden{ distribucf{ déno poZedav-
kemr derivovet integrovatelnou funkei v bodé&, kde nen{ spojitd. Derivovéni bylo
umo¥méno uskuteXm¥nim uvedeného limitniho p¥Fechodu - funkce Jje derivovatelnd ve
smyslu distributivaim. Distribuce se vyzna¥uje tim, Ze funkciondl

<& 4> =v(0).
V nelem pr{pad& je funkciondlem integrsl podle vyrazu (1.14), kterym se n&kdy
Diractv impuls, sprdvn&ji Diracova distribuce zavéddi.

1.4 sTEEDNf HODNOTA V CASE, VIKON A ENERGIE SIGNALU

St¥edni hodnota v %ase signdlu s(t) je ( za &asovy interval ta<t < tb)

ddna vztahem

-10 =



—~ to
S(t) = —1— f s(t) dt (1.15)

St¥ednf hodnota 571) je konatantnt
sit) signdl, kterym nehradf{me prom&nny sig-
nél, S{(t) tek, aby plochy pod obma
sit) signély byly stejné (obr. 1.15). Opera-

-‘+\\ 1//”-—'1~ ci st¥edn{ hodnoty budeme znalit
. 4 vlnovkou.

/s .\
[ Pokud délka signdlu roste nade

-~ viechny meze, definujeme st¥edni hodno-
tu Jjak
u jeko +%%
—~
obr. %415 s(f)=lim L s(t) dt .
T-’+°-T
g
| 2 (1.16)
OkamZity¥ vykon signdlu definujeme
plt)=|s(t)* |- : (1.17)

OkemZitou energii signdlu definujeme pomoci okamZitého vykonu (1.17) /47
t

e(t) =£ p(t) dt « (1.18)

ptip. emergii za Zasovy interval ta <t < tb

tp tp
E = p(t)dt=J Is(t) [* at. (2.19)
t tq

U finitnfch signdld existuje integrdl definujfci jejich celkovou energii (ddle

E =[ plt) dt = [ls(t\lzdt. (1.20)

- - O

Stredn! vykon (ddle Jen vykon) Jje energie p¥ipadajici{ na jednotku &asu,

jen energii)

t3.

P=p(t) =]s(t) = p(t)dt= [s(t)]"dt (1.21)
tb—tq tq tb—'ta f

a pokud délks signélu roste nade v3echny meze, Jje
T

7
P=lim f |s(t)|2 dt . (1.22)

To4e= ' _ 1
2

-1 -



Finitni signély mejf podle (1.20) nenulovou komednou energii, ale nulovy
vykom podle (1.22). Takovym eignélidm se n¥kdy Ffkd signdly energetické /¢/.
U signéld s konelnym vykonem podle (1.22) roste energie nade viechny meze (nap¥.
periodicky sinusovy signél). Takovym signdlim se n&kdy ¥{kd signdly vykonové.

U signdld definujeme efektivni hodnotu

s =v:=\/lim 1 JZLl )12 dt (1.2

tj. velikost konstantnfho signdlu, ktery mé stejny (st¥fedni) vykon jeko signdl
s(t) .

1.5 vzZAJEMNY VIKON A VZAJEMNA ENERGIE. ORTOGONALNI sionfrY

v&¥imndme si nyn{ vykomu sou¥tu redélnych signéld. Nepi. pro dva signély
S1{t) & S,(t) nent okemZ#ity vykon jejich soudtu roven soultu okem2itgeh vykomd
tj L

[sy(t) + s, 00)]" &+ [salt)]* 4+ [sa (4D ]2 (1.24)

Efxdme, %e okam¥ity vyikon nenf editivni,
Neproti tomu pro stfednf vykon soultu signéld miZeme psdt

1 to 2 .
P = j [s1(t)+ sp(t) " dt =

th-ta 4
-1 b, b, tb
- tp-t [ f si(t)dt+ Sy (t) dt+2 sqlt) sy(t) dt] =
= P1 + E + 2 Pﬂ (1.25)

kde P, , P, jsou st¥ednf wgkony & Pp Jje tzv. vzéjemny vykon signéld sq(t),
= — ki t
P12 o J‘ sq(t) sa(t) dt (1.26)
a tq .
JestliZe signély s,(t) y Salt) jsou takové, ¥e wzdjemny vykon Je nulovy,
tj. P2 = 0, je stFedni vykon soultu signdlt aditivni, tj. Jje rovem soultu

strednich vykomi
P=P4+P2.

Signély, jejich# vzédjemny vykon je nulovy, nazyvéme ortogondlni podle vykonu,

Podobn& Jjeko ve vztahu (1.25) mi¥eme urdit energii soudtu dvou signéld

' rtb
E =t°,l- [51(t) + S2(t)]2 dt = E1 + E2 + 2E1z ,

kde E, , E; Jsou energie a E, Je vzdjemnd energie signdéld s,(t), S,(t)
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tp
E42=j Sqt) s,(t) dt . (1.27)

ta

Jestlife E4 = O, nazyvéme signdly sS4t} a Sy(t) ortogondlnf podle energie.
V tomto p¥ipad® je energie sou¥tu eigndld aditivni. '

Interval (td ,tb), na ném% Jje vzdjemny vykon, p¥ip. vzdjemnd energie nu-
lové, se nazgyvé intervalem ortogonelity.

Pokud je délka intervalu ortogonality konelZnd, jsou signdly ortogondlni
podle vykonu ortogonslni i podle energie. JestliZe v3ak délke intervalu ortogo-
nality roste nede viechny meze, miZe byt vzéjemny vykon (1.26) nulovy proto,

%e je nulovy zlomek pPed integrélem. Vzdjemnd energie v takovém p¥{pad& nulovd
byt memus{. Z uvedeného plyne, ¥e z ortogonality podle energie plyne ortogoneli-
ta podle vykonu. Opadnd implikace neplati.

Jako prfkled ortogondlnich signdld uvedme dva obdélnfkové impulsy podle
obr. 1.16. Ortogondlni jsou také signdly Sy (t)=cost = s,lt) = sin t
Ponechdme na &tend’i, aby si tuto
askute¥nost sém ow&ril,

{t)
s T T2
A
To
sq(t) Salt)f
ta tp ¢
Obr, 1.16

1.6 KORELACNY FUNKCE

Jek jeme uwedli v predchozim odstavei, maji ortogondlni signély nulovy
vzédjemny vykon a vykon jejich souZtu je roven soudtu vykonl. Jsou-li signély
toto¥mé, s,(t) = Salt)] = s(t) , nejsou ortogondlni, jejich vzdjemny
vykon je roven vykonu kaZdého z nich a vykon soultu je roven tyrfndsobku vykomx
ka¥dého signélu. Ortogonelitu signdld preto obvykle spojujeme s predstevou je-
jich nepodobnosti &i nezdwisloeti, vzdjemny vykon je pak veli¥inou, podle ni?

miZeme soudit na velikost zdvislosti obou signdld.
Nulovy vzdjemny vykon meji nap¥. i signély S4(t) & sy(t)  podle obr.

1.16, afkoli maji stejny prab&h a jejich "nezédvislost"” spolivé jen v tom, Ze
jasou vzéjemnZ posunuté. Tento nedostatek odstranime tek, Ze ve vztahu (1.26)

nahradfme S,lt) posunutym signélem s,(t +T)

tp
Rp (T =1 1 sq(t) so(t +T) dt | . (1.28)
b‘tct
a
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Méntme-1f T tek, Ze se signdly v obr. 1.16 za%fnajfl prekryvat, je Rn(T)
nenulové, Pro T = Tp se signély prekryjf a Ry (T )nabyvéd mex. hodnoty. Phi
dal¥fm zvitiovént T se hodnota Ry; (T) zmen¥uje k nule. Funkei Ry (T)
podle (1.28) nmazyvéme korela¥nf funkce (korelace - piivodem latinské slovo ~ zna-
mené vzdéjemny vztah, souvislost). Jeji prib&h pro signély podle obr. 1.16 je na
obr. 1.17. O signdlech, pro které Rn(‘f) = (0 pro wlechna T , mluvime jako

o signdlech nekorelovsngch.

Ru(f) MiZeme také sledovat zdvislost
AZT . hodnot vzddlenych o T u jednoho

L R a téhoZ signdlu., Vzteh (1.28) prejde
tpy-t T,

a ‘ LA & na

l
| tb
: RIT) =+ L s(t) s(t+T) dt
| b-fcta,

0 WL T % 1

Obr. 1.17 (1.29)

Tuto funkci neazyvdme sutokoreladni funkce. Abychom zdiraznili rozdil mezi
funkcemi (1.28) a (1.29), nazjvéme Ry, (T) podle (1.28) vzdjemnd korelaZnf funkce.

¥ pripad&, Ze délke intervalu <tq,tp> roste nede v3echny meze, definuje-
me vzéjemnou korela¥n{ funkef signdld s t) a  S,t) Jjako

R12(T) = lim %‘ f sq(t) 52“*1—) dt (1.30)
Tr4oo '
3
a autokoreladnf funkci
+3
R{(T)=1lim .}.— J s(t) s{t + T) dt . (1.31)
T +eo -f

Vztahy (1.30) a (1.31) majf smyel u signéld vykonovych (viz kap. 1.4).
U energetickyfch signéld se na nekonelném intervalu definujf korelalni funkce

+~
R(T) = J s(t) s{t+T)dt . (1.33)

Poradf signdlh v (1.30) a (1.32) neni libovolné. Snadno se lze pFesvédlit, Ze
R21(T) = R12 (-T) (1.34) v

Naproti tomu substituct t+T=2z v (1.31) ziskédme jiny asto uZivany
vztah pro autokorelsZnf funkei
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+

J s(t) s{t -T) dt (1.35)
I

rol-

R{T) =Llim

T 4oe

1
T
Z porovnénf (1.31) a (1.35) plyne, ¥e autokorelaini funkce je sudou funkcf 7.

R(-T) =R I({T) (1436)

1.7 KORVOLUCE

Konvoluci nazyvéme operaci se signély S4(t) a S,(t) podle pFedpisu
+.°
5 (T) s9(t-T) dv
Je funkef t & budeme ji oznalovat

4+ o0

sqlt) x Sa(t) = j s, (T) sy (t =T dr (1.37)
V anglosaské literatufe se Zasto zna¥f S4 % S2(t) , pfipadn& jem s, % S;.
P¥imo z definice konvoluce lze dokdzat, Ze Jje

a) komutativnf, tj.
sy (1) * S(t) = Sy (t) % s4t) (1.38)

b) distributivaf, tj. ‘
sq(t)# [ salt)+ s3(t)] = S4lt) # s (1) +S,(t )¢ syt) (1.39)

¢) asoeciatimi, tj.
S4(t) % [ Sylt) * s5(t)] = [ s4(t) * S2(1)] * syit) (1.40)

Casto se vyskytuje konvoluce signdlu a Diracova impulsu.

Podle (1.14) dosteneme poe

s(t) # 5(t)=J s(T) §(t-T)dT = s (t) (1.41)

Podobn& odvodfme Zasto uZivané vztahy
s{t)# &(t-t4)=s(t-tq) (1.42)
s(t-t,) % §(t—t) =slt—t, -t (1.43)
Slt—t,)% §lt-ty) = & (t -ty - ty) , (1.44)

Konvoluce se ndkdy interpretuje graficky. Postup ukaZme na konvoluci sig-
néld 51(t) a Sy(t) podle obr. 1.18a, b. Oba 8ignély pfevedeme na funkce promé&én-
né T , signél s, obrétime podle svislé souredné osy, &imZ realizujeme signél
Sy (-T) . Jeho posunem o t, vlevo zfskéme signdl sS,(t-T) pro t =ty
(obr. 1.18e), Vynésobfme spolu hodnoty S.{(T )} a Sy(t,-T)pro rizné T . Ziskéme
tak krivku S,(T)s,(t,-T). Plocha pod touto kiivkou odpovidd konvoluei pro t =t, ,

ti. 54 (ty) % s(ty (obr. 1.18f).
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sqit) ‘ S,(t)

0 t 0 T t
a) b)
51(1) Sz("T)
0 T -T 01
c) d)
. $1(T) s2(t4-T)
S3 {4-T) - 54(T)sy(14-T)

PLOCHA = s4(t)# sy (t)

Sp(1-T)

t4-T O ty T 0 t T

e) f)

Obr, 1,18

Pomoef konvoluce lze vyjéd¥it vzdjemnou korela¥nf{ funkci energetickych
signdla (1.32) jako
. + o 4 o0

Rp(T) =J s4(t) S2(t+T)at =J 84 [~(T-0]5,00) dx

-0 -0

Rip(T) = 5. %) % Sy () (1.45)
Podobn& pro sutokoreladnf{ funkei (1,33) Jje
RIT) = s(T)x s(-T) (1.46)
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2, PERIODICKS® SIGNLLY A JEJICH SPEKTRUM

Determinovany signél S (t)je periodicky, jestliZe existuje takové

To> 0 , Ze platf s(t)=5(t+To)=S(t+kTo)lk= 0,1, +2,...
pro viechna t . Minimdln{ To>'0 se nazyvé4 perioda signélu.

SouZet, rozdfl, soudin a podil periodickych signéld s periodou Tg- Je
opdt periodicky signdl s periodou Tp .

Méme~1i dva signély sSq(t) e periodou Ty a S2 (t) s periodou T, ,
pridem¥ T,/T, je racionélnf ¥fslo, pak existujf takovéd nesoud¥lné celd a od
nuly rizné ¥isla K; & ko, ek Ty=k,T, 8 soudtovy siznél s,(i)+ s, (t)

Jje pericdicky s periodou k4T, =k, T,.

Konstantni{ signdl splnuje rovnd# vyie uvedencu podminku a povaZujeme ho
proto za periodicky signdl. Periodu u n&j nevyjadfujeme.

Ur#ity integrdl periodického signdlu se nezméni, posuneme-li jeho meze
o periodu
c To +C
J s(t)dt = J s (t)dt. (2.1)
0 "
[

Z toho lze snadno odvodit, Ze urdity integrdl periodického signélu v mezi :h
lisfcfch se o periodu nezdvis{ na volb¥ dolnf integra¥nf meze, tJ.

To c+To :
J' s(t)dt = f s (t) dt (2.2)
¢ S

[
pro kaZdé ¢ (wviz obr., 2,1)

s(t) To c
C

DAL ]

O W A W

Obr. 2.1

2.1 HARMONICKE SIGNALY

Harmonické signdly jsou periodické signdly odvozené od nejjednodu3diho
p¥{rodntho kmitavého pohybu. V zivislosti na Zese majf sinusovy pfip. kosinusovy
prﬁbéh (Obro 2.2)0

Je ufitelné zavést je jako slo¥ky vektoru délky A rotujfctho v komplexni
roving (obr., 2.3). Vektor svird v %ase t = 0 s kladnou redlnou poloosou thel
¥ a za jednotku Zasu se pooto¥fi o thel W, . Rotujici vektor miZeme vyjédrit

. Hwpt +Y) ..
5(1)=A.elw * =A[cos(uot+\f)+Jsm(Uot+\{)] (2.3)
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‘slit)

Obr. 2.2 ‘.Obro 2.3
a jeho sloZky Jjsou

5, (t) = Acos(wot+1) = Re [ $(t)] (244)

Sy (t) = Asin (Wet+Y¥) =Tm [§(1)] (2.5)
Délka vektozu A udévé amplitudu. Uhel, ktery vektor aviré 8 kladnou redl-
nou poloosou je féze harmonického signélu. Uhel Y , ktery vektor svird s kladnou
reélnou poloosou v %ase t = 0 je tzv. polételn{ féze, Ghel w,, o ktery se vektor
pooto¥{ za jednotku &asu, nazyvédme Uhlov§ kmitoZet,

Za jedny periodu Ts se mus{ vektor otoZit o 2T, tj.
wO-To =23T
Uvéiime-1i, %e kmitofet, tj. polet otdZek vektoru ga 1 sekundu, je

fo—“":
dostaneme pro thlovy kmitoZet To
—.2_3[ — .
Wy = T, = 27 ¢ (2.6)

Harmonicky signdl (2.4) miZeme vyjéd¥it y fasové oblagti, tj. zapsat ho
Jjako funkei Zaeu

t1) it jmot
s(t) = Acos(Wot+¥) =Re[A - JW" J=Re[A- et I (2.7)

pPip. greficky znézornit jeho pribdh v zévislosti na %ase (nep¥. obr. 2.2).
MdZ¥eme ho vSak vyjddrit také v kmitoZtové oblasti, tj. udat hodnotu amplitudy A
a féze Y pro dany kmitoZet f, (pFip. dhlovy kmitoZet (W, ). O zévislosti
amplitudy na kmitoZtu mluvime jako o amplitudovém spektru, Zdvislost fdze na kmi-
to¥tu uddvd £dzové gpektrum (obr. 2.4).

Vyaédfeni signdlu v Zasové oblasti je ekvivalentni vyjédPeni v kmitodtové
oblasti,

Harmonicky signdl miZ%eme také vyjédrit pomoci tzv. sdruZepych rotujfeich
vektori, MiZeme passt
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S (t) = ACOS(wot+\H=-ZA- G'N' erot +%— . e.” e"ont . (2.8)
amplitudové fdzove
spektrum spektrum
At
(’ N
0 fo - f O fo f
Wo w Wo w
Obr. 2.4

Na pravé strané (2.8) vystupuj{ dva komplexné sdruZené vyrazy, které miZeme
zndzornit dvima komplexnd sdrufenymi rotujfeimi vektory (obr. 2.5},

Ve vyrazu (2,8)
a v obr, 2,5 se vyskytuje
nejen kmitoZet folWo) ,
ale také kmitoZet- fg{-Wo ).

Dostévéme tzv. ust
cos{w,t+Y) spektrum (obr..2.6).

PovEimndme si t oho, Ze u
dvoustranného amplitudového
spektra je délka spektrdl-
nich %ar rovna polovind

amplitudy.
Obr, 2.5
A
| ]
-1 0 fo I | fo 0 fo 1
-(30_ Wo@ W -yt Wo @

Obr. 2.6
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2.2 SOUCET HARMONICKICH SIGNALS
Harmonicky signél podle (2.,4) mi¥eme prepsat
s(t) = Acos({wot +¥) = Alcoswot cos¥ -sin w,t sin¥) =
= QaCO0S Wot + b sin Wyt (2.9)

tj. fédzové posunuty harmonicky signdl Je sloZen ze sinusového a kosinusového
signdlu. Jejich amplitudy jsou

a A'COS“P)

b=-A -siny ,
Z (2.,10) mi¥eme urdit amplitudu a fézovy posun signdlu (2.4)

fa?+b? (2.21)

b .
$=-arctg 3 - (2,12)

(2.,10)

A

Vytvo¥me nyn{ posloupnost harmonickyech signdld

s (t) =a cosk woet + by sin kwe t | k=1,2,3,..., (2.13)
JejiehZ dhlové kmito¥ty jsou k-nésobkem thlového kmitoZtu Wy .
Tzn. %e perioda signdlu S| (1) je k-krét kratf ner T,
T =0, x =1,2,3 (2.14)
k-—T 1SS0y .
To Je periodou (nikoli nejmen3f) v3ech signdld S, (t ), protoZe

Sk(t)=sk(t + Tk | = sk(f"'k'Tk)‘—' Sk(f+To ).
Podle toho, co jsme uvedli na za¥dtku kapitoly 2, je sou¥et
n

z (akcoskwot + bk sin k Wot )

k=1
periodickym signdlem s periodou Tg . Proto¥e konstantnf sigsnsl je také
signélem periodickym s periodou T, , Jje periodicky i signél
n

/ do .,
spit) =5 +X (choskw°t+bksmkw°t),
2 k=1 (2.15)

Vyraz (2,15) mi%e i pro malé n dét 8igndl podstatn® odli¥ny od signdlu harmo-
nického. Jeko pifklad uvedme signsl
s(t) = sin &Jot‘—lz— SiN2Wet +—1§- Sin3 Wwet ,

ktery se blf#f pilovitému signélu (obr, 2.7).
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11 :
1l sin Wet
2
f =\
"2]
_14- 1
lV\E Sin 2 Wot
2 /\
0 |
0 , t
NV VRV
? %sm3wﬁ
EIRVAR VARV, \/ t
3
24 A
d l
0 | To | t
2] | I\
b}
smwﬁ-%smzwd+%smjwa
w,-z_%r
Obr, 2.7

2,3 FOURIEROVY RADY

V predchozi kapitole jsme ukézali, %e trigonometricky mnoho¥len rddu n
(2.,15) miZe predstavovat periodicky signdl, znafn& se 1liSfei od harmonického.
Perioda tohoto signélu T 2T

S0 T

]

odpovidé4 period¥ ¥lend mnohollenu pro k = 1.
Nabizejl se dv& otézky:

1) zda je mo¥né libovolny periodicky signal vy JjadPit trigonometrickym
mnohoZlenem (2.15),
2) je=li vyjéd¥eni moZné, jak se vypolfitaji koeficienty Qe bk .

2,31 Trigonomgtrické_Fourierova Pads

ReXme nejprve druhou otézku., Predpoklédejme, Ze fads (2.15) xonverguje
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pro n -» .o k periodickém signélu S (t) (s periodon Ty = %Jlr ), a miZeme
napsat rovnost °

‘a o )
s(t) = —iq- +Z (okcoskw.,t + by Sin k Wyt )

k=1
Pro jednoduchost prevedme s (t) substitucf Wyt = x na signél s periodoun

(2,16)

2T .
Qo -
X )= =9 .
sl 1= fHx)=3 1§(ckcoskx+bkankx). (2.16a)
Pro integrély trigonometrickych funkef plati, je-li n, m celé
it +F
cosnx dx = J sinnx dx =0
-“J _ (2017&)
4T
sinnx cos mx dx = 0 (2417b)
-%
+T ¥ in=m ,
.- cos nx cos mx dx = {0 n4m (2A7e)
'*‘I {ﬂ' p N= m
sinnx sinmx dx =
o 0 in4m (2:474)
‘R-dun_(Z.tl.Sa) integrujmeflen po ¥lenu a poufijeme (2.17a). Dostaneme
oo + +
Q
f f(x)dx = ——20— J’ dx + Z (’okJ coskxdx+bkj sin kx dx 1= ag T
.y . g ket - T
°°=an~[ f(x) dx |
- (2.185/)

JestliZe (2.168) nésobime COS nx, integrujeme &len po Zlenu a pouZijeme
(2.17a), (2.17v), (2.17c), dostaneme ’

+ + o= +T
j f(x ) cos nx dx =329— J cos nx dx + Z (OkJ co0s kx cos nx dx +
-T +F -T k=1 -
+ by f sin kx cos nx dx ) =an- T
T

+¥
1 f(x) cos nx d
An = — X X
"TT [ (2.18b)
Podobn& (2.16a) nédsobfme Sin NXx , integrujeme &len po &lemu a pouZijeme
(2,17a), (2.A7b), (2,274) a dostaneme

+ +T pand +T
J f(x) sin nx_'dx=—°?9— I sin nx dx +Z (ck'J cos kx sin nx dx +
-1 +F - k=1 -
+ by sin kx sin nx dx) = b, T
e
bn= 7]1\—— J f (x) sin nx dx
- (2.18¢)

Vztehy (2.,18a), (2,18b), (2.18c) pouZijeme pro vypofet koeficienti
harmonickych sloZek, jejich%# mou¥dtem nshradfme periodicky signél f (x) s periodou
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To =2 ﬂ'
-
f (x) =%9— + Z (Qpn cos nx + bp sin nx)
n=1
Substituef Wot= X dostaneme vztahy pro koeficienty harmonickgch sloZek,
jejich¥ sou¥tem nahradime periodicky signdl s(t) s periodou T, (2.16):

s(t)=9:-z‘—’—+z [ Gn coS nWet + b sin nwet |,
= 1
(,)o=z% I
3
o = 2 s(t) dt ’ (2,19a)
0% T, -2
2 ik
an= -,rg -?J s{t) cosnwyt dt |» (2.,190)
2 |
bn=$g_¥f s{t) sinnw,t dt |. (2.19¢)

Podle (1.15) odpovid4d koeficient Qp dvojndsobku stiedni hodnoty signélu, tedy
dvojnédsobku stejnosmirné slorky signélu. Proto je v (2,16) ¥len Qg /2.

Vztahy (2.18), (2.19) se nazyvaji Euler-Fourierovy vzorce, Tfigonometrické
¥ad& vprave od rovnitka vyrazu (2,16), s koeficienty podle Euler~Fourierovych

vzored, ¥{kéme (trigonometrické) Fourierove fada signélu s ().

Zabyve jme se nyni prvou z otdzek uvedenych na zaldtku této kapitoly - zda
soudet Ffady (2,16) existuje a jek tento soudet souvis{ se signélem S (t). V o-
becném pfipad® neni odpovéd na otdzku konvergence Fourierovy fady jednoduché
a v plné 31%¥i nenf dosud znéma /A1/. V literatufe se uvddi celd Fada kriterif
pro konvergenci (napf. /9/). Problém se zjednodu3f{ v p¥ipad¥® redlnych, v tech-
nické praxi existujfefch signdll, kterd majf koneZnou energii (1.19), tj. z mate-
matického hlediska jsou integrovatelné s kvadrdtem /127, Nemeji ani nekoneZné
strmé zmény hodnot, coZ problém konvergence Fourierovy Fady déle zjednodudujes
Na druhé stran® matematické vyjéd¥ent napl., sledu obdélnikovych impulsl, které
ve skute¥nosti maji lichob&Znfkovy prdb&h, je neobyle.in¥ t¥%kopddné a je proto
vhodn&j%{ je nahredit funkcf (nap®. 1. 7)), kterd vykazuje n&které singularity,
aviek usnadnf{ zdpis. Proto zde uvedeme jen jednoduché postadujicf podminky kon-
vergence Fourierovy Fady, vyhovujic{ ve v&t3in& p¥fpedd technické praxe.

Abychom 0d1i8ili Fourierovu radu od signélu s(i) (ve v¥razu (2,16) by
nen¥lo byt rovnitko), oznalme ji

£(t) =2 4 Z {ancosn Wet + bn sinn Wet )

2 n=1 (2.20)

Plat{ nédsledujic{ v&ta o konyerszenei v bedd /11/:
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Je-1i S(t) periodicky signél, ktery je na intervalu periodicity <0:To )
funkef po Ysecfch hladkoy, konverguje jeho Fourierova Pradas y3ude:
a) v bodech, kde je S(t)spojits funkce, Jje g(t) = s(t)
b) v bodech nespojitosti t; uvnit?® intervalu periodicity je soulet
Fourierovy rady

§(ti)=%[s(ti+0)+s(ti—0)] (2.20)
c) vbodech t = kTg k=0,£1,22,... je soulet
S(kTo)=—12~[s(O+) + S(To—-01]

Pripomenme, Ze funkce je po Usecich hladké v intervalu, je-1li v tomto
intervalu po usecich spojité a je-1li po vusecich spojitd i jeji prvé derivace.

Funkce po Usecfch spojitd v intervalu < Q, b> je spojitéd ve vSech bodech
intervalu< a; b) krom& kone&ného po¥tu bodd ty , k = 1,2,400, n, ve kterych md
nespojitosti prvnfho druhu,

Funkce je gpojitd v bod®, je-1li v n¥m definovend a je~1i limite v tomto
bodé rovna funk¥ni hodnoté,.

Funkce f (x) mé v bod® ¢ pegpojitost prvniho druhu, existuje-1li v ¢ ko~
neiné limita zprava f (c +0) i zleva f(c-0) a f (c+0] %+ f{c-0),

Rozafl f(C+0)-f{Cc-0) nazjvéme gkokem funkce.

Ne obr, 2,8 jsou p¥iklady signéld, pro které existuje Fourierova Pada.
U signdlt, které majf skok, odpovidé soudet Pady, jek jsme uvedli, poloving
skoku (obr. 2.8d).

s(t) a) sit) b)
0 \J v 0 i
. d)
sit) sit) —

I -
AN et
¢ \/ \to Lt

Obr. 2.8

2.3.2 Komplexni Fourierova Fada
ProtoZe
ap cos n wt + by sinnwt =

-2 -



inwt - jnwt i .
. ej + eJ 5 ejnwt- emut _
=-n + n - =
2 2j

=%‘[(Gn—jbn)ejnwt] +'12—[(Gn+an)e_ant] |

my3eme Fourierovu ¥~du prepsat

a oo i . . _. t
§(t) ='§g +Z ( an ibn - ginwet - 9n + Jbn ginvet ),
n=1

2
Oznadime
do oy oy
= — .22
Co=" (2.22)
c =9.&.::‘£D. (2.23)
n 2
an + jb
=9n n * o aan
C_n-——é—“— =Cn (2424}

a pro Fourierovu Padu signdlu S{t)mi%eme psét

g(t) =<L_. cn !N ; (2.25)

N=—-oe-

priZem? koeficienty Cp dostaneme z (2.23) po dosazeni (2.19b) a {2.16¢c)

2 {?

1 .2 —j ; =
ch=" To [%J s{t)cos nwyt dt J_z- s(t) sinnw, t dt]
T
1 2 -
= = J s(t) [cos NWet = Jsin nwot] dt ,
TO -129
t3.
o |
-inWw :
cn=—1— sty "%t gt |, )
To ., i
-3 |

¢

ftend™ si sdm oviP{, Ze viraz {2.7€) vyhovuje 1 pro hulove A z/oornd N,

: versr,
Tourierovy 4rigonometrické Tady {2.20). Soure! 5 (t) »ourierov - (z.25)

e koeficienty (2.26) proto konverrsuie k eirndlyu s(t) rodle vEty uvedené v od-

Je tveba zd'razrnit, In mem ey Lourieravae Dels o jen *

atovei (2.3.2).

2.3.3 Fyzikdlni intergretace koeficient’ Fouriciovy e

Jeou-1i spln&nv poZadavky vEty v kap. 2.3.1, ronvergule souletl gCﬂ

Fourierovy Pady k signdlu s(t) . fasto se pife p¥imo rovnost

. s(t) =§(t};

4 periodickich siendlt skutedn? existuifcich (s vihradou, Ze jsou finitnrd) rev-
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nost platf, u signdld s nespojitostmi prvatho druhu je teba ji chdpat jako
konvergenci.

Fourierovou radou rozklédéme signél ne sou¥et nekone¥n# mnoha hermonickgch
sloZek

Acos(kWot +Y ) = Agcos(2T kfol + P ).

Nekdy Fikéme, Z¥e provédime harmonickou mnalyzu. SloXke s nejniZ3fm kmitodtem
rovaym kmitodtu signdlu se nezyvé prvnil (zdklednf) harmonické (sloZka). Dal-
51 sloZky mejf kmitoZty, které jsou celistvym nédsobkem kmito&tu prvnf harmonické
a nazyvéme je vy33fmi hermonickymi (druhou, t¥etf, ...) (sloZkami).

Amplitudy harmonickfch sloZek miZeme urdit jak z koeficientd trigonomet-
rické, tak z koeficientd komplexni Fourierowvy rady.

1) Z koeficientd anp! bn trigonometrické Fourierovy ¥ady urdime emplitudu
n-té harmonické podle (2.11)

An = I/a’n +bn
‘ (2.27)

Velikoat stejnosm&rné slofky Jje, jak jeme ji% uvedli,

Qo
I
0™ 2 ‘ (2.28)

Fdzovy posun qh n-té slofky uriime podle (2.12)

'

b
\.Pn = —Qarc Qg -0—'-;:- . (2.29)

Soubor emplitud {An}r1 0 8 fézf {Vnk‘gfedstavuje amplitudové, pFip. f£dzové

(jednostrenné) epektrum (obr. 2.9, viz té% obr. 2.4). Ob& spektra predstavujf
vyjédfeni signdlu v kmito¥tové oblasti, které je ekvivalentni vyjéd¥eni v oblesti

Zasové (obr. 2.10).

An A1 Vn

A, JEY)
1 Ao [A, A , 4 l’fg .
0 l 0 3 ]

0 1 2 3 4 n 1 2 4 n
We 2Wo 3JWo 4w, @ Wo 2 Jwe 4w W
fo 2 fo 3 fo 1' fo f fo 2 fo 3 f. 4 fD f
_l T . wn
Obr. 2,9

2) 72 koeficientt Cp komplexni Fourierovy rady ur*fme jednostranné

spektrum snéze. Podle (2.22)
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Obr.
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7 (2.23) je
lcnl =—;— V a% + bh (2.30)

a po dosazeni do (2.27) dostaneme

An=2 [cnl. (2.32)
Proto’e
an =2Re {cn) ,
bn=—ZIm(Cn).
je podle ‘2.29)
Im (cp)
Y.=+arct = arg Cp . (2633)
n E Re (¢n) N

fest&ji vBek koeficienty komplexni Fourierovy Fedy zobrezujeme Jjeko
dvoustrenné spektrum (srovnej s obr. 2.6), tj. PTo kladnd i zdéporné n, tedy
pro kladné i zdporné kmitolty. Koeficienty cn 2 Gp jsou komplexnk sdruZené
(viz 2.24) a vyrazy
cn ejn&)of s ¢h e—jn(.)ot’
které vystupujfl ve {2.25) pron = 1,2, «.. odpovidaji dv&ma proti sob& retujicim
vektortm podle obr. 2.5, JjejichZ vektorovy soudet dsvéd n-tou harmonickou sloZku:

. . ot .
ejnwot ejnwot =cn oINWol | cr ejnuot

Cn + Cph

=|cnl c&in g inwdt e g glnwet /

; - t +¥n)

=|cnl (e = 2Icn|cos(nant-+¢n)=

= Apn cosinWwet + ¥ .

Jako dvoustranné emplitudové spekirumse vynadeji hodnoty[CnI , Jsko fé-
zové spektrum Qrg Cp , N = «eey =2, -1, 0, 1, 2, ..., loObr. 2.11). Dvoustran-
né amplitudové spektrum je sudé, fézové liché. Amplitudu n-té harmonické sloZky
dosteneme sedtenim odpovicajicich symetricky poloZenych &r dvoustranného ampli-

tudového spektrsa

An=[°n| + |C_n

v&imnéme si nyni stfedniho vikonu (1.21) periodického eigndlu z=a rerio-
du. PPi respektovéni vlastnostl periodického signdlu uvedenvch ns za&étku této

kapitoly = podle (2f2) mi%eme psét pro stPedn{ vykon obecn® komplexniho signélu
C+ lg
1

Q
1 J 2 _ J *
P=-— dt = = ty - =
To ¢ s (t)] Ts o sit) - s {t) dt



Icnl Yn

Obr. 2.11

Sume v zévorce predstavuje Fourierovu Fadu. Je-1li 1 odpovidajici signdl spoji-
t%, lze P"adu integrovat &len po &lenu M2y, tj.

+ 00 1 To . e
P=) ch T J s(t) &Nt g =i ¢t cn
M= wos 0o 0
N=—oe
e tedy sgt%edni vrikon
+ OO
Nx-oe

je roven souXtu v<kont | Cn |2 prendZenych ne thlovich kmito¥tech n Wo

(Persevnlovs v&ts). Fosloupnosti {ICnP}n ffﬁémg\vﬁkonové spektrum. Zde si
= .00 .

povéimn¥me toho, fe vikon n-id harmonické sloiky musi bt

Pa=lenl’+ ¢,

-n ’

co® po dosazeni (2.32) ad#

2

n

fn=—2

tedv kvedrét efektivni hodnoty harmonického signélu. Vykon podle (2.34) je adi-
tivn{, proto¥e signély { ejnakt} isou ortogondlni (viz kap. 1.5 8 5.2.2).

L

2.3.4 Chovénl vy&3ich bsrmonickych sloiek

Souctavy prenédSejici signaly nemohou pPenést celé nekoneing Firoké
spektrum kmito¥t% a vy#¥f kmitolty potla®{. 7 t¥chto divod’ nés zajimd, jak velké
jsou vv3s{ harmonické slofky pericdického signdlu = jai ee chovajl pro N > 4o

Tro eisndly, které Jsou absolutn® integroveteinymi funkceni ne intervelu
periodicity (signdly e konelnou energii tuto viastnost maji) plati liemnnnove-
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Lebesgueova wita /127, podle nf? pro Nw»+a je On—» 0 bn - 0.

Je-1i signdl S(t) periodickd funkce spojitd vietn# JeJich deriwaci a% do

Pédu k ~ 1, k 2 1 a derivace ¥d4du Kk je po usecich spojité, existuje
M>0 tekové, Ze amplitudy hermonickych sloZek signdlu S(i),

Apn < M .
n k+1 (2.35)
Mé-1i signdl konelmy poZfet skokd v intervalu periodicity e we viech ostatnfch
bodech mé 1. derivaci, plati pro amplitudy harmonickfch sloZek

An < M (2.36)

(Etenst si sdm snadno pPeformuluje (2.35) a (2.36) pro koeficienty [Cn| ).

2.3.5 ZvléStn{ p¥{pady signdlld

Je-11 signél S(t) lichou reélnou funkef, tj. s{-t) =~ s(t)
(nap*. podle obr. 2.12), je integrend we wztazich (2.19a) a (2.19b) teké lichou
funkcf & jeho integrél v mezich symetrickych vidi po¥dtku je nulovy. Integrand
ve (2.19¢c) je sudou funkel a proto koeficienty trigonometrické Fourierovy Fady

an=0 " n=o,’l,2’ se e

. (3 .
by = 1= J s({) sin nWot dt .

Koeficienty komplexn{ Fourierovwy fady jsou ryze imagindrni a

Wn=t%-r /

n= se ey "2’ ‘1, O, ’l, 2,-.0

Je-11 signél S(t) sudou redlmou funkef, tj. s(-t )= s(t)
(obr. 2.13), budou sudymi funkcemi integrandy vyrazd (2.,19a), (2.19b) a integrand
ve (2.19¢) bude funkc{ lichou. Proto

sit)
s(t)

ARNVAN
/ ,

Obr. 2.12 Obr. 2.13

AN
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bn=0 »

rolst

- 4
Qg = A OJ s(t) dt

ap = L s(t) ¢95nWet dt, n=12,3,...
Tb 0

Koeficienty komplexni Fourierovy Fady jsou reélné =a

lenl = |22 ]

0
qn={5[ N = eeey =2, <1, 0, 1, ...

Uvedené vysledky jsou z¥ejmé z ndzoru: Lichy signdl podle obr. 2.12 miZeme slo-
3it jen z lichych funkci - sinusovek a proto jsou kceficienty Qn u kosinuso-
vych &lent nulové. NemiZe -obsahovat stejnosmErnou sloZku. Sudy signsl podle
obr. 2.13 naopek mi%e obsahovst stejnosmErnou sloZku a musi byt sloZen Jjen ze
sudych funkei - kosinusovek. Koeficienty bp u sinusovych &lend jsou proto nu-
lové. (2 uvedeného také vyplyvéd, pro¥ je zvykem oznalovat stejnosmérnou sloZku
pismenem 8 stejnZ jsko koeficienty u kosinusovych &lend).

Dalsf zvléitnt p¥*fpad nastsne u signdld, pro které

s (t +T2—° ) = - s(t)

;
/
i

(obr. 2.14). Neobsmhujf stejnosmZrmou sloZku e obsahujl jen 1ichéJharmonické,
t3. }

!

I
o
N
]
o
S~
!
(]
o

00=02= 04=

s(t})

d
NN

Obr. 2.14
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2.3.6 Stejnom¥rnd konvergence e Gibbsiv jev

Podle A1/ platl dvE vity:

1) Nech{ signsl S(t) je spojitou funkei! v intervalu periodicity < 0, To>
mé v n&m po Usecich spojitou prvnf derivaci a platf S (0) = s ( To ).
Potom jeho Fourierova Fada konverguje stejnom&rn& na intervelu <0, To>

2) Nechi signdl s{l) je funkce absolutn& integrovatelnd v intervalu
periodicity < @, Tb) a spolu se svou derivaci spojitd v né&jakém intervalu {a, bl,
0<a<b< To . Potom pro kaZdé &< 0 xonverguje jeho Fourierova ¥ada stej-
nomérnd v intervelu <a + §,b — §>.

Stejnomérné konvergence nds zajimé predev3im kdy%¥ signdl nenahrazujeme
teoreticky nekone¥nym soultem, ale aproximujeme ho dstelnym soultem rady s ko-
nenym podtem &len’. Stejnomdrnd konvergence znemend, %e k libovolnému £ > (
lze najf{t takové Np , stejné pro viechno t 2z intervalu I stejnom&rné konvergen-
ce, %e pro viechna N >Ng =a { e I platt

15,11 = §(t) < €.

kde §(t) je soulet Fourierovy *ady a gn(t) je souZet n harmonickych sloZek.
Tedy Zdstedné soulty konvergujf k soudtu ¥ady v intervelu I "pHibliZn& stejné
rychle" 2/ (viz obr. 2.15).

n>nyl€)
I=<0,T)

Obr. 2.15

Tzn., Ze v okol{ bodd nespojitosti signélu mohou &dstedné soufty konvergovat

k signdlu podstatn& hiFe, neZ v oblastech, kde je signdl spojity. Signsl S({t)
s nespojitostf{ 1. druhu miZeme snadno nahradit souftem signdélu spojitého Sglt)
a jednotkového skoku % (t) (obr. 2.16) a miZeme se tedy zabyvat konvergenci
¥ady pro signdl M (t) . Pribsh &dstedného soudtu zéviel ne podtu &lend n a jJe
pro obdélnfkovy signédl naznalen na obr. 2.17.

V okol{f bodu nespojitosti se objevuji prekmity. Pfi nshrazeni obdélnfkové-
ho signdlu prvym Zdstednym soultem (tj. sinusovkou) je pPekmit 27 %. S rdastem
poftu ¥lent %*fstedného soudtu velikost pPekmitd pon&kud klesd, pFekmity se
"zhudiuil" = priblizujf k bodu nespojitosti. Fro n —» oo dostédvdme signdél, lktery
se od pnvodniho 1i3f Jen nekonelnd udzkymi pPekmity v bod& nespojitosti. Tyto
pfekmity Zini 18 %, co? Je Jejich nejmen3f{ hodnota, Popsany Jev se nazsyvéd

Gibbsty. R1i¥3{ popis lze neléet v [V, A, A1/,
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sit) sit)
g (| A==
o 027
N\ t
sdt)
t
Obr. 2.16 Obr. 2.17

2.3.7 Fourierovs Fada néperiodického signélu

Fourierovu ¥edu miZeme najit i k neperiodickému signdlu solt)
ktery je bud definovén Jjen ve intervalu <—IQ 11§>, nebo je mimo tento interval
nulovy. Ze signdlu Sgl(l) vytvorime periodicky signdl tzv. periodickym prodlouZe-
nfm (obr. 2.18a). Fourierove ¥ada samoziejmé existuje a je nenulovéd i mimo
<3%% ,%% > , zatimco signdl tam bud neni definovén, nebo je nulovy.

K signélu Sg {t) 1ze sestrojit také liché mebo sudé prodlouZeni (obr.
2.18b, ¢) a rozvinout ho do sinové nebo kosinové Fourierovy #ady.

sit) s(t) s(t)

/ Solt / Sol Solt)

4 I / | N '

7 | / . N I

- r..a r.__a’ | i T~ ~ A I

| |

1 | l l 1 1 )
2k 0 To t I 0 %? t Ja O t
2 2 P 4 2 P

y /\ f,
a) bl c) v/
Obr. 2.18

2.3.8 Spektrum sledu obdélnikovych impulst
Jednou z velmi Zasto se vyskytujifecich aproximaci redlnych signélﬁ Jje sled

obdélnikovych impulsd (obr. 2.19).
Pozmemenejme, %e skute¥ny signdl

nemife mit nekonednou délku,

1)
nemé nespojitosti (bude lichob&Znikovy ep).

2)
VySetfujme nyni spektrum signédlu podle obr. 2.19. Jde o funkeci po usecich

hladkou e proto existuje jeJd{ Fourierowa Feada:
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sit)
; A
! ! T---_?l } |
SRR
J_:L 4 J J'»L:i
~To -%0% To t
Obr. 2.129

1) mrigonometrickd Fourierova fada:

a) S (t)je sudé funkce, proto koeficienty u sinovfch lend jsou nulové,
bn=°' n=’l’2’ sos g

b) koeficient ag podle (2.19a)

2 %
=Ljsmdt=4 f T
% To -3 Ts o Adt =2 TOA
(2.37)

a tedy stejnosm&rnd slofka Je A-.;% , ¢o% odpovidd popisu u vyrazu (1.15),
¢) koeficienty u kosinovyeh &lent podle (2.19b)

+ 10 T
2 7
2 f (1) cos nwotdt=2A J cos Nwet dt =4A 1 sin nw, L
= = S wll =20 1 =,
an To '? 0 To 0, ¢ . TO n(do 0 2
V¥sledek uprevime ne &astdji uZivany tvar
. T . T
LA T sin nwo-z- 2A T sin NWo 2
=y heE AN he T
To 2 NWo3 .0 NWe3 (2.38)
d) TFourierova fada pro obdélnfkovy signél
. T . T
] sinWo 7 sin2w
g(t)=Al+2A£[_£_2._ cos U°t+'2_°'icoszu.,t+...]'
To To " wo3 2 w, %
(2.39)
2) Komplexnf Fourierovs Fads
a) EKoeficienmty vypol{tdme T
1 J" inwot A [ 7 jnwet
Ch= = s(t)-e dt = — J el Chdt =
To-3 To -7
A 1 —jnwol +INWo +
SAL L[t ginad)
To (-jnwp) =
inWes -jnw, £ - : C
=_A .o e —e 2 _p. L SNN%3 | (2.40)
NWolo 2] To n‘Jo-g
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b)

fada pak Jje

§(1) =A T f sinfnm#) . oinwot
To nwo

N=-~ oo
(2.41)
Eedu miZeme upravit : r
= sin{nwos ) inwot iy
5(t) =A%o [14) ——F— ("4 e’”“’“)] =

n=1 N é%

& sin(nwo + )
=A-%)+2A L4 Z————é— cO0S NWpt

To nWo &
n=1 °2

7{skeny vysledek odpovidd (2.39) a dokumentuje nade tvrzenf, Ze komplexni
Tourierove ¥ede je jerm jinym zdpisem Fourierovy rady trigonometrické
(kap. 2.3.2). ‘

3) Harmonmické slolky obdélnikového signdlu maji velikost

- T
An=2ICn|=2A—;[— %. N=1,2, .
0 nwo% \

(2.42)
Zavedeme-1i funkei
1 i X:O,
SG(X) = {Sinx ) X*O (2.43)
X H
mYZeme (2.42) prepsat
=24 L L 2
An 2ATo |Sa(nw°7) . (2. 44)

Prib&h funkce Sa(x ) je na obr. (2.20) /3/7.

Salx)

1.0
a8
06
04
02
00
- 02
- 04

-4y 3T 27 -T 0 T 27 3T X
Obre2.20
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Hodnoty Cp se F{df funkef Sa(x)i pron =0

T
=A% so (nuo—”z-'- ). (2.45)

7Zépornym hodnotdm Cp odpovidé v souladu s (2.33) féze posunuté o 180°.
Dvoustranné emplitudové a fdzové spektrum sledu obdélnikovych impulsd je

na obr. 2.21.

ICn".V]
To=1ms 02] xA
f,= 1000 Hz < \ Ampli ,
T To/5 =2004s / \ mplitudove spektrum
\
// }
01+
/ \ f,=1000 Hz
] \ o
e -
AN
./1/[] T\./ ]] r\/ \y/1 ]\/I/l [k
-15 -10 0 5 10 15 f.10°
- -2 _1 1 H
"f 2 1 7 .% Hz]
arg cnl*]
Fdzove spektrum
-1 r - +180
I
| l I
bo oo oi b oo oo oo 09 4
! T Tt
| | |
| | |
+180 L | L
Obr. 2.21

4) Ze (2.44) je z¥ejmé, %e amplitudy haermonickych sloZek klesaji s rostoucim
n v souladu s (2.36).

5) Ctend® si sém miZe ovéFit, Ze

el=2

tj. sou¥et *ady v bod& nespojitosti Je 7 [s(t+0) - s{t=0 )]
Sestavenim déstednych souftd lze snadno ov&rit Gibbsav jev.
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5.4 VZAJEMNA KORELAGNT A AUTOKORELACNI FUNKCE PERIODICKYCH sIcnALB

M&3jme dve periodick¢ signély S,(t) a sy(t) s periodou To.
Pro jejich vzéjemnou korele¥ni funkei (1.30) miZ%eme napsat

o3
Rq(T) =lim J Si(t) sy(t+T)dt = ~
T+ ' 1
2 To
1 c
=lim —— |n |
n'_"“+“ NTorC [ JJ sq(t) s2(t +T)dt +0Js4(t)sz(t+‘t)/t]

o<c< Tp.

PFi respektovéni (2.2) costaneme pro vzéjernou korela¥nf funkci dvou periodickych
sisnsld S4(t)1S2 (t) , kterd majf stejnou periodu To vyraz

To
Ry (T) =}—O oJ s,(t)sp(t +T) dt |. (2.46)

Platf-1i pro koeficienty komplexni Touriernvy rady obcu signéld

To .
1 -anot
Cn1=—To OJ 54(t) e dt,

Te .
e, = oS (t) glnwet ot
M =T o) 72 '

mi%eme peét (Fourierovu Padu lze integrovet &len po Tlenu 27)

To g jnwo ( t+T |
Ra(@= & [ s0[L e @ ] at=

Nz=—-oce

+ ©°

nweT 4 J‘ inwet ]
= e dt |,
Z [an e T o sq (1)
n=-=
tj:
3 00 nu T
Rep (T) =Z ¢k, Cnp &0 . (2.47)
n=-oe
vV pripadé S, (1) =s2(t) =s(t) je Cn, = Cnp & i2edu) pfejie v autpkorelaZ-

n{ funkci periodicksého signdiu
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1 [l
R(T)=Tcaof s(t) s(t+T) dt , (2.48)

kterou lze vyjdd¥it pomocf koeficientd komplexni Fourierovy ¥ady z (2.47)

_= Nt
RIT) = Z | cnl? - enee . (2.49)

N=—-oce
. tee
¥V kap. 2.3.3 jsme posloupnost {Icnlzkn__’ nazvali vykonové spektrum. Z (2.4;)\\
Je zrejmé, Ze jednotlivé sloZky vykonmového spektra predstavujl koeficienty
Fourierovwy Fady, do které jsme rozvinuli autokoreladnf funkei R{T). MiZeme tedy

pro n& pedt

To .
- T
lcnl2 = .1r—0 OJ RIT) - emw° dt |. (2.50)

Z uvedeného plynou dv¥& vlastnosti sutokoreladni{ funkce periodického

signélu:

1) Autokorelalni funkce signéld, které majf stejné vykonové (a také amplitucdové)

spektrum, jsou stejné bez ohledu na pribEh fdzového spektra (viz 2.49).

2) Autokorelalnf funkce R (T) (2.48) periodického signdlu je periodieckou funkef

posunuti T se stejnou periodou Ty Jjako mé signdl. (Této vlastnosti se

vyus{vé pri zjistovédn{ periodického sizndlu skrytého v Zumu). Pro T=k Tg:

k = 0, +1, +2, ... nabyvé R(T) maximélni hodnoty.

2.4.1 Autokorela¥n{ funkee harmonického signdlu

UrZime autokorelalni funkeci harmonického signdlu
s(t) =Acos (wet+ 1) w°=27%r-.

Podle (2.48)

A? T0
R(T)-—% 0,[ cos (Wot+Y ) cOS{Wet+w,T+Y ) dt =

A? T°1
=—T—00J’ 5 [cos(2w0t+2\?+ wo T) + cos c-),,T] dt =

A2

To
=2—T<Soj cos w,T dt,

A2
RI(T) =— cos wel |- (2.51)
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2.4.2 Autokorele&ni funkce sledu obdélnikovych impulsd

Hledejme
s(t) : autokoreladnf funkci
A sledu obdélnikovych
cee cee impulsd Zirokgch
T4 a opakujicich
se s periodou T,
“To o To 2% t Jejich amplituda
R(T) je A.
AR
To
'i.o ‘T1 0 T 1'.0 Z'i'. L
Obr. 2.22
Integrédl 1 To
RIT) == of s(t) s(t+T) dt
rozd8lime na t#i oblasti
1 T T,
1) 0<T <7, : R(T)--——f A dt = a2 1T
To To
0
2) TA|ST< To"T1:R(T)=O,
1 T 2 2Ti-To+ T
3) TO—T4$T<'I:):R(‘[)=.TOJ‘ Adt:A—_TQ—__'
. o]

To"t

Autokoreledni funkce sledu obdélnikovych impulsd je sled trojihelnfkovych
impulsd e periodou Tg (obr. 2.22).
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3, NEPERIODICKE DETERMINOVANE SIGCNLALY
A JEJICH SPEXTRUNM

V predchézejict kapitole jsme ukézali, e periodické signély mniZeme vy-
jédrit nejen v Zasové oblasti, ale také v oblasti kmito¥td (obr. 2.19) pomoedt
Fourierovy Pady. /f

Pomoci Fourierovy ¥ady mifeme vyjédrit i neperiodické signély, ale jen
na kone¥ném Zasovém intervalu (viz odst. 2.3.7). Vn& tohoto intervalu se signél

a ¥ade 1i%f{ - Pada d4vé periodické prodlouZeni (neperiodického) signélu.

Redln¥ existujfci signély Jjsou signély finitnf - nenulové na kone¥ném
intervalu < tgitp> & vné tohoto intervalu nulovée. I ty potFebujeme vyjédd¥it v ob-
lasti kmito&tu. Na rozdfl od odst. 2.3.7 potfebujeme tedy v kmitodtové oblasti
vyjddFit signély definovené na celé Zasové ose. To umo¥nuje Fourierova transfor-
mace, kterou zavedeme jako periodické prodlouseni signdlu s periodou rostouct

nade v3echny meze /3/.

3,1 FOURIEROVA TRANSFORMACE

sit) s4lt)

Obr. 3.1

K signélu s(l) , ktery chceme vyjadrit pro € (-e=i+=) sestrojime
periodicky signdl sy (t] tak, aby se nenulové hodnoty nepfekryvaly (obr. 3.1).
Bude-li perioda Ty tohoto signélu rist nade viechny meze, dostaneme pivodni

i 1l
siend lim  splt) = st .

To=™> +°°
Pro periodicky signél sT(t) miZeme psit komplexnf Fourierovu fadu
= NWot
selt) =) cn elNWol (3.2)
N=-o°
3
= = - JNw,t (3e2)
Cn To-IJ sp(t) e’ 0 dt,
2
w, = 2L | (3.3)
To
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Vime, Ze cn}pfedstavu,je tzv, %drové spektrum periodického signdlu. Jeho
slofky - &&ry - Jjsou od sebe v xmitoftové oblasti vzdsleny (G (3+3)e Bude-1i
se perioda To zv&t¥ovat, bude klesat jedich vzdé}zz;at. Bude klesat také |cpnl ,
ale tvar spektra bude zachovén. Pro Ty—+ +o° se bude emplituda sloZek bliZit
nule, jejich vzdélenost bude nekone®n¥ malé a pofet poroste nade viechny meze;
%4rové diskrétni spektrum pPejde ve spektrum apojité. Oznalme

nwo = (-L)n
Soudin To cp vyjaarime pomoci (3.2) a oznalime
T
¢ — J wnt
Splwnl =Tocn = stit) @ dt (3.4)
To
7

Periodicky signdl sq(t) miZeme podle (3.1) zapsat

4 O© . &4 00 .
stit) =Z cn-ejm‘”t = —%6 z To €n e“""t=
N=-eco N=-o0
1 ¥ j ot
= 2 Jw
To X ST (wn ) e n
N=—-ov
Dosadime-1li za& Tp z (3.3), dostaneme
1 & jwnt
s{(t) = 57 Z Splwp) el@nt w,. (3.5)
Ne=—-0o

Pomoci tohoto vyrazu je signél St (t) wvyjéd¥en jako suma exponenciél na
dhlovych kmitoZtech Wyt Wy teer o Amplitudy exponencidl jsou

v

ST ((A)n } '2'%)
tj. jsou umdrné Sy (C'Jn) . Predpoklédejme, Ze

SqlWn) - e Jont

je redlné ¢islo a zndzorn¥me na obr., 3.2 vyraz (3.5).

ST((JJn ) ejuht




Plochy obddélnikd odpovidajf s3f{tancim v (3.5). S ristenm T. bude klesat jejich
81¥ka W a budeu stdle lépe aproximovat plochu pod Sérkovanou k¥ivkou. Pre '.E.—_-mo
miZeme misto ), peét &w a misto sumy integrél. Déle mahradime sr( wn) . oJ“‘t
spojitew funkef dhlovéhe kmitoltu S(w)e‘jut a lT( pivodnim signélem s(t), pro
ktery tedy plati

400

1 jost
s(t) —Z—WXS(w)e‘ dw (3:6)

- O

a podle (3.4)

+@

Slew) = Xs(t) ei°tgy |, (3.7)

it > >]

Podle (3.6) vyjédujeme neperiodicky signdl S (i) jako "spojitou sumu" exponen~
c¢idl na tvhlov§ch kmito¥tech W € (-#o ,+2° ) , Amplitudy vZech slofek jsou nekoned-

nd malé (obsahujf dw ) a imdrné S(w). S{W) je kmitoXtové spektrum signdlu

s(t). . .
Vyrezy (3.6) a f3.7) jsou znémy jako dvojice ve Fourierové trensformaci:

(3.7) je pt*imé Fourierova transformace, kterou ziskéme k origindlu s(t) obraz
S{Wl. Vyraz (3.6) je zp&tnd (inversn{) Fourierova transformace. Budeme také

pedy Slw) = F [s(t)],

sty = F [Slwl],
pPip. osna¥ovat, %e 8 origindlem s (i) Xkoresponduje obraz S{W)

]

s(t) «— S(w).
Ze wxtahu (3.7) je ztejmé, fe Fourierova transformace existuje, jestliZe
md integrdl o
s() &9t gy

. —oe .
kone&nou hodnotu. ProtoZe modul é“"’t Jje roven jedné, je postafujici podminkou
existence Fourierovy transformace absolutnf integrovatelnost s{t) /3/, tj.
existence kone¥né hodnoty integz;é_‘..m

I Ist) | dt.

Této podmfnce vyhovujf signdly s kone¥nou energif /127,

Uvedenéd podminka je postalujfef & proto mohou existovat signdly, které
nejsou absolutné integrovatelné a maji Fourierovu trensformsci. Pat¥f sem nap¥.,
eigndly sin wt N (t), ke kterym,pFfend vzato, neexistuje Fourierova transformace,
aviak limitnim p¥echodem ji lze nalézt.

3.1 Amplitudové & fézové spektrum
Obraz S (W) je komplexnt veli¥ina

Slw) = | slw)] 199 S() (3.8)

Modul | S (W )| nazgvéme amplitudové spektrum signdlu s(t) , argument
fézov€ spektrum,
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Obvykle Je eigndl _S(t)redlnou funkef Xasu, Potom z (3.7)
+-
Slw) = l s(t) elwt dt = S*(CJ):

tjo

) = ;jarg S{w)
Stw) =|S(wi] é , (3.9)
Musi teké platit podle (3,8)
- i S{~w)
S(-w) =]S{-w)|- J9r8 . (3.20)

Z porovnéni (3.9) a (3,10) plyne, Ze
1) gmplitudové spektrum redlného signélu je gudou funked thlového

kmitodtu,
2) fézové spektrum redlného eigndlu je lichou funkef uhlového kmitodtu.

Zv1é5tni p¥{pady nastanou, je~-li signél S({) sudou nebo lichou funkcf

1) Je-1i signél _S (t) sudou redlnou funkey gasu, je jeho spektrum
o> o0

Slw)= | sit) §1@tygy = f sit) [cos wt - jsinwt] dt

asu.

- -

” .
=2J s{t)cos wt dt
gudou redlnou fupkef kmito¥tu (obre 3.3).
2) Je-1i signdl _SI(t) Jichou reslinou funkef{ Zasu, je jeho epektrum
-]

Slw) = J’s(t) ¢ Wyt f s(t) [cos wt — jsin wt] dt =

- -

=-2j st(t)sinwtd{
0 :
ryze imagindrn{ lichou funkef kmitodtu (obr. 3.4).

IS{W)larg S{w
, IS{wl 95l
) arg Siw ) IS(w)l
IS{wl 2
arg S{w) 0 : )
arg S{w)
= (ke
0 w 2
Obr., 3.3 Obr. 3.4

3.2.2 Hla vlastnosti Fouriero transformace

Déle uvedeme v&ty nejlastdji uZfivané pfi vypo&tu spekter gigndlt. Umo¥nu~
J1 vypo¥ftat spektrum sloZitych signdld, znéme-1i spektrum 8igndéld jednodu3sich,
aniZ? bychom miseli pouZivat defini¥nf vzorec (3.7), p¥ip. (3.6),
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A, YV&ta o Aineaspits (superpozici signdld)
Otend® piimo z (3.7) dokdZe, Ze 1inedrnf kombinael signdld odpovﬁé\lineérni
kombinace jejich spekter, tJ.

F[i aj si(t)] =i°i Fsito]

=1 (3.11)
2, V&ta o posunu signdlu v Zage
M&-1i signdl s(t) spektrum S{w), mé signdl posunuty o td spektrum
Fls(t-tg)] = Stw) &l (3412)

Amplitudové spektrum posunutého signdlu ee neméni, md¥ni se jen fézové
spektrum, Zv&t3{l se fézové posuny sloZek UmErné zpoZdéni a kmitodtu; to pro-

to, Ze zpoid¥ni v %se se prepoité na zpoZddni ve fézi
I
Yg=% tg-
Dikaz véty provede &tendi jig’té snadno substituef v (3.12) a pouZitim (3.7).
3. Y&tg o zm&En¥ ¥asového m¥ritke

X si
signdlu s(t) «—s S (w)

vytvorme signél s(at). Pro spektrum tohoto signélu plati

F[S(GH]'—'I_::T sS4 ))ja%0 (343)

Vétu snadno dokéZeme substituci za at a pouzZitim (3.7). Fyzikéln& lze vétu
vysvétlit tek, Ze Zasové ziZeném signélu (a> 1) odpovidd ¥irsi spektrum
a naopak. Velikost slofek spekira se mus{ zmdnit tek, aby byly zachovény
energetické poméry (obre 3.5).

s | Sie a>1
s{at) sit) =
Vans S(w)=Fls(t)
Lsg |
ial U‘)'F[S(G“]
4 f t W aws ¢
a
ObI‘. 305
4, V&ta o symetrii Foyriero transformace
Podle (3.6) Je
_ 1 jwt
S(t) = 29 S(UJ) e dw

—
o

2T s(-1)= J s(w) 6% dw .

& z toho
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Pravd s trana posledntho vyrazu pi‘edstavu:jeq:%c:u Fourierovu transformaci
funkce S proménné w . Levéd strana je tedy obrazem funkce S . Tim jsme

dokédzali nésledujici vétu:

JestliZe
s(t) «— S{w),

pak

Flsit)] =27 s(-w)|. (3.14)
PouZit{ vty ukafme na nésledujfcim p¥{kladu. Déle uvidime, Ze obdélnfkové-
mpu impulsu odpovidéd spektirum typu sin X/x (viz obr. 3.6). PouZitim v&ty
(3.14) zjistime, %e spektrum eigndlu typu sin x/x Jje obdélnfkové (viz
obr. 307).

sit) S{w)
A At

1
N
o

o
\
C
C
7

154

Obr. 3.6
sit) Slw)
B BT,
i
N\ D T /\
< 0 N T o0 X @
T T,
Obr. 307

5. V&ta o kmitoltovém posunu (modulaini v&ta)
M& jme signdl s(t) S{w)

a vytvorme k ndm signél s(t)- ejw“t. Spektrum tohoto signélu Jje

F[s(t)- ej“’ut ] = S{w - W)

(3.15)
V&ta se snadno dokd%e z defini¥nfho vzorce (3.7). Rfkd, e posun v oblasti
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kmito¥tu je ekvivalentni nésobent signédlu exponencidlnt funkef. Pouzijeme ji
gejména p¥i modulacich, kdy potfebujeme spektrum signdlu soustreddné na niz-
kych kmitoZtech pfesundyt do okolf thlového kmito¥tu W, . To zajistime

nap¥, nésobenim COs W,

« Lze toti% psét

s({t) cos Wet = 17 [s(t) edot o g4y g,]wof]
a pak podle (3.15) a (3,11) :

s(t) cos w,t ‘——-17[3(&)—00)+S(w+u°)] ) (3.16)

viz obr. 3.8,

S{w)
sit) sio)
-
0 t 0 2
s(% Slw)t S(0)
\NO J / t - Gy 0 Wy w
/
Y
Obro 3.8
6. Y& soudi 8igndld

Fourierova transformace soudinu 8igndld je

Flsit) sy(t)] = l Sq(t)['i%r’

+4 00

o> L d

fsz(m e/ gn]aiet gt <

o)

(-4

1 - jlw-=
= o7 f Sy () | fs,«t)e“‘" A gt ] an =

1
=27 Sp(N) Silw-0)da =

= 5 fs,(m Splw-N)dn.
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Te

8.

9.

Integrél v poslednim vyrazu nazyvéme konvoluci. Je funkef W & gnalime
ho S,y(w)* Sy (W)« Plati tedy vita:

JeatliZe
s;{t) «—— Sylwl,

52('“ - Sz(w),

L3 \
Je

Obrazem soufinu signéld je konvoluce odpovidajicich spekter dé&lend 2.

V&ta o soufinu obrazi

Fourierova transformace koqgoluce siggélﬁ Je

Flsalt) * spi)] = glot [ J s, (T) s, (t-T) dT] dt =
+oo +o0 -
= J s,07) [ J' s, [t-T) 81t dt ] dT.

PouZijeme (3.12) a dostaneme oo

F[ silt) % sp(t)] = fsm:) [S2lw) é9T) 4T = 5, (@) - 5, 0)

-0

a tedy

(3.18)

Flsdt) * 52011 ) = S4lw) Sa(w)

Obrazem konvoluce signdld je souZin jejich spekter.

V%ta o obrazu derivace gigndlu

Pro obraz derivace signdlu plati
o0

+ i
g s ] - (& 177 [ s e o]

dt
=F[ f stw)el"’*du] =

1
2T L
=F[F'ljuswi]] = jwsiw) .

Tento postup miZeme n-krét zopakovat a dostanene

F[—dﬂ—s—‘l]ﬂjm” 5 (w)

dtn (3.19)

V&ta o obrazu integrilu signdlu

Nechf

S{{) «—— S (W)
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Pak /

t
1
F[ J S(T)dT] = j(a) S(U) ’ (3.20)
jestliZe 400
s(t) dt =0 .

DokéZe se tek, Ze zavedeme

t
¥(t) = f s(T) dT «— ¢ (W).

Potom podle (3.19)

F[sit)] =F[9—Z—t‘—*l] = jw § (W) = Slw).
Z toho
$lwr=F| jtsmdr] -1 s(w)
- jw ,

-0

co? jsme cht&li dokdzat.
Postup je mo¥ny za podminky, Ze Y (t) je absolutn& integrovatelnd, coZ vyZa=

duje, aby lim Y(t)=0 , tj.

t_.oo - o

s(t) dt =0.
Tato podminka je ekvivalentnf S(0)=0 (viz defini¥ni vztah f3.7)).

10, VXta o derivaei podle kmitoftu
Derivovénim defini¥nfho vztahu (3,7) dokéZeme, Ze je-1li

s(t) «— S{w)

Je
n

4wl (3.21)
dw

F[(—jt)” s(t) ] =

11, Vita o integrédlu sou¥inu 8igndld
Vyjéddeme integrdl soudinu signdld pomoel spekter

+o® + oo 4 oo
J 5,(1) s (t) dt = S J s,(t) dt J Splw) el®tdw =
- -oe o
I e yoo
= ‘21T I S, (w) [ Ls1(t) o JWt g ] dw =-21—ﬁ sz‘(u) S, W) dw.

o -

Vyjédrfme-1i s,(t) pomoci Sy(w) , dostaneme obdobny vztah s Sy(w)
a Sy (w) . Platf tedy
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L L ad a4

s4(t) s2(t) dt=-213T Sy w) Splw) dw =§1— J S, Wl S3lw) dw [ (3.22)

=

-0

12, Parsevalova véta
Dosadfme-1i do (3.22) S,;(t) =Sy(t) = S(t), dostaneme

409 409
I s’(t) dt =-2—%f- J |s(w)[*dw | (3.23)

Podle (1.20) predstavuje vyraz vlevo od rovnitka energii signdlu., Potom
|S((,.))|2 dw predstavuje energii nesenou signdlen S(t) v pésmu Si¥ky dw
na kmito¥tu W , Proto nazyvdme
2
Clw) =]Stw)]

spektrdlnf hustotou energie. Celkové energie sirndlu je déna sou¥tem energif
(3.23) na jednotlivych kmitoZtech., Vztah (3.23) se nZkdy také nazyvé

Rayleighovou v&tou /13/.

3,2 FOURIEROVA TRANSFORMACE NEKTERYCH si1oriL8

Uvedeme spektira signdll ¥asto pou’ivanych p¥i teoretickyeh rozborech. Je
tfeba upozornit, Ze Feda z nich redln& nemiZe existovat.

3.2.,1 Spektrum Diracova impulsu
Poulit{m vzorkovacl vlastnosti (1.,14) Diracova impulsu dostaneme

FI8in] = [ §inelat §iwl 4
Fl8(t)] =1 (3.24)

Diractv impuls mé konstantnf spekirum v celém rozsahu kmitodtl. Z pribéhu
signélu i spektra je z'ejmé, Ze nemife redlnd existovat; podle (3.23) by vyZado-
vel nekone&nou energii. Tento "nekone¥nd strmy" impuls vyZaduje pritomnost ne j-
vy&%ich kmito¥td (obr. 3.9).

s(t) S (w)

81t 1

Obr.3.9
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3.2.2 Spektrum konstentniho signdly

‘Konstantni-stejnosmérny-signdl musi obsahovat jen slofku na nulovém kmi-
to&tu. Proto¥e mé neomezené trvéni, nemiZe redlnd existovat, nese nekonelnd vel-
xou energii a proto i sloZka na nulovém kmitodtu musi byt nekone¥nd velkd:

Protoze F[&8(t)]=1, podle (3.21;) a podle (3.14) je
F{S(t)]=2T s(-w),

bude
F(1] =278 (-w)=2T & (w) (3.25)
viz obr. 3.’100 /
s(t) S(w)
1 298 (W)
0 { 0 w
Obro 3010

Valedek lze ovd¥it zpdtnou Fourierovou transformaci

F'1[21 §(w)] =513r— J 27 §(w) e/t dw = el%=1,

3.2.3 Spektrum jednostragného exponencidintho signdlu

Signél zavedeme pomoci jednotkového skoku (1.1) nit)

s(t)=5°t°L(t) (3.26)

viz obr. 3.,11. Jeho spektrum je
400

Fletam] = Jé“"ut) ot gy =

J e-UU*‘G) dt - 1 ,
0 a+ju

- @
1 1 glarctg g

F[s(t)]=c+jw o . (3.27)
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Sl{w)
sit)

1\

Obr, 3 .X

Integrdl konverguje jen pro a> 0 .

3.2.4 Spektrum plepinaciho sizndlu sign (%)

Chceme-1i stanovit spektrum signdlu Sign (t) (1.4), budeme opét mit poti-
%e s konvergenci integrélu. Proto signdl sign(t) zavedeme jako limitnf p¥ipad

dvoustranného exponencidlnfho signélu

gat t>0
s{t) = 30 t=0 a>0
At t<0
nebo
sit) =& qit) — o (-t
tJ. sign(t) =tim_ [ %t - &nn]
. a-0

vigz obr. 3,12,

Spektrum
F[sign(t)] Lim_ Fs]

o o0
. LI - -

= lim [ J (—ea ) ejwtdt +J gat eJ""t dt ]=
a—0 " s '

=lim |-
c—-»O[ ad-jw  ad+jw

F [signtt ]=—J%

V§sledek odpovidd vlastnosti lichého signélu podle kapitoly 3.1.1.
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(3.25), druhy %len odpovidé skoku o jedniZku

splnéno

Stroze vzato spe

3.2.6 Spektrum Qeriodického signélu

4 OO

J |sit)] dt < +=

-o0

Transformace existuje Jjako limitnf p¥ipad simélu de

(=T, +T) 1 T—>+c

xtrum periodického signdlu neexistuje,

(viz 3.30).

proto¥e neni

Slw)
S(? sign (t)
\ S
-at
N -— IS {wl
. \~-
=~~~ 0 t 0 @
x>
-€ N\
\ x9Skl
Y, -] 2
Obr. 3.12
3.2.5 Spektrum Jjednotkového skoku
Jednotkovy skok zavedeme pomoedl prepinaciho signélu
m, (1) =—1§—[1+ sign (1) ].
Jeho spektrum je s pouzitim (3.25) a ‘3.30)
F[fq(t)]=17{r-‘[1]+ F[sign(&)]}=
-1 2. 1
-1 {23r Slwi+ A5} = T 8wl
- L
Flaum] =T 8wl +55 (3.31)
sit) |S{w)l T
1
1
2
0 t 0]
Obr. 3613
Prvy Zlen (3.31) odpovidd stejnosmdrné sloZce (jeji “poloving" - viz

finovaného na intervalu



Pro periodicky signdl miZeme psét komplexnf Fourierovu ¥adu
+..

s(t) =che jnwot

. N=-o0
a jeho transformace

+ _
Flsth] =) caF[ o™t ],

N==~-00

7 (3.25) a \3.,45) dosteneme

F[ejnwot]= 2T S (W-nw,).

Potom + 00
Flsh}=2T) ¢ (W -nwe) |. (3.32)
=~00 -
Spektrum periodického sign#lu se skl4dd z Dirscovyeh impulsd na kmitodtech
narmonickyeh slo¥ek. Jeli fiohutnoss je 2T krst vEtii nel Jje hodnots ndrovida-

jfcfch koeficient® komprlexni Fouriercvy Tady.

3.3 VZTAE ¥EZI FOURIEROVOU %ADOU A FOURIEROVOU TRANSFORMACT

Froto¥e se pri vypo&tu diskrétntho Edrového spektra periodickych signdll
i spojitého spektira signél% nepericdickyeh vychézi ze cteinyeh vztah', obs tynry
spekter speclu souvisl. Mi¥eme tedy nepi. ze spektru osemoceného otdélnikového
impulsu vypolitat velikost &ar diskrétniho spekira periodického sledu cbéélniko-
vyeh impule®. Tato couvislost m¢ prarxticky viznem pFi vypedtu spektirs, proto se
i{ bt 'mme ddle zobyvat.

PHedpokladejme, e existuje finitni signél Sfﬂ) nenulovy ne intervelu
(taltp) - Déle nechi existuje periodicky signé1<5p(t), ktery vznikne periodic-
xvm opokovénim signdlu Sf(t) ; perioda opakovéni Je To> tb"tﬂ . Periodickému
siendlu prislugl komnlexnf Fourierova Fada s koeficienty Cn , finitnimu

epektrus S{w) (obr. 3.14).

s¢lt) Ste)
" . l S(nuo)ﬂcn-To
|
|
0 To t 0 nNnwo w
Sp‘ﬂ cn
AN
Wo
L e
/
1] Nae
~-To 0 To 2To t 0 NWe W
Obr. 3.%4



PFri odvozovéni spektira neperiodického signdlu jeme doBli k vyrezu (3.4).
Z n¥J vyplyvd, Ze.
' Wn)
cn = -5-17—9— ' (3.33)
0
tj. n-ty koeficient Cnp komplexni Fourierovy Fady pro f_&( t) zi{skdme z hodnoty

spektra S (w) signdlu S§(t) ne kmitoltu Wn = Woh = n.
Hodnotu spektra musime d¥lit periodou Tg podle (3.33).o

Tuto vliastmost miZeme demonmstrovat nep¥. na obdélnfkovém signélu. Vypo¥i-
tejme spektrum sigmélu tvoreného osamocenym obdélnikovym impulsem sirky T

(obr. 3.15)

+00 %:
S{w) = I s (t) 6“‘“ dt =2 '[ Acos wt dt =%A- sin w—g-
0
-0
R
=AT i'ﬂ—‘j;'—z— : ' (3.34)
w 5=
s(t) St
At
A Aroct(-{r)

Amplitudové spektrum

I Y S ] 21 31 6Y
T T T 0 T T T
arg S{w) .
Fdzove spektrum
— +180°
W
1-180°
Obr. 3.15

Porovnejme toto spektrum s komplexni Fourierovou Fadou pro sled obdélni-
kovyeh impulsd vysokych A = Sirokych | T 8 opekowacim kmito¥tem Tp . V kepi-
tole 2.3.8 jsme podle (2.40) pro tyto ¥oeficienty dostalf
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= T sin(nwoy)
cn_A.__.
o nwo%

Vidime tedy, Ze i v tomto p¥ipadé platf

- Slwn!l .
Cn——-‘:ro—— i wn=%oﬂ-n=nw°.

Poznamenejme, %e spektrum (3.34) obdélnikového impulsu se #1df funkci
Sa(w—zt) (2.43) (obr. 2.20).

3.4 DFLKA SIGNALU A SfRKA JEHO SPEKTRA

P*i pPYenosu signély nds zajimd, jeké kmito&tové pdsmo musi byt pieneseno,
aby nedo¥lo ke zkresleni signdlu, Pot¥ebujeme tedy v&d&t, v jekém pssmu kmitolto-
vé oblasti se signél nachdzi. !

Podobn¥ jeko pro Fourierovu Fady (viz kap. 2.3.4) plati i pro spektrum
signélu v&ta /A1/: Pro Fourierovu treansformeci S{w) signdlu s({t) , ktery je
spojity vietn& svjch derivaci aZ do ¥édu k-1, k 271, a jehoZ derivace k-tého
#4du je po tsecich spojité, plati: Existuje M> 0 tak, Ze

M
ISt < Toer (3.35)
Tzn., %e &im je signédl hladdf, tim rychleji jeho spektrum ubyvé s rostoucim
kmitoZtem.

Fourierovu trensformaci zapiZme

4 00 o0

S(w) = J s{t) cos wt dt — J s(t) sin wt dt ,

- 00 -0
Je-1i eignél S(t) absolutn® integrovatelny v < tqitp> » plet{ Rieman-
novo lemms /27, /247

tp tb
Lim J s(t) cos wt dt = lim J s(t) sin wt dt=0 . (3.36)
W+ (A
ta t
Jeho vvznam m%¥eme interpretovat graficky (obr. 3.16).
Gfm vyss{ je Ghlovy kmitoZet W , tj. &im krstdf je perioda

28
T w
vi&i délee intervalu < tgth> , tim vice se rovnéd plocha keZdé kladné pYlvliny

rloZe zéporné pilvlny a Jjejich soulet, tj. integrél

ty
I s(t) cos wt dt
nebo tG

,/////
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th |
s(t) sin wt dt
th : , T s(t)

ge "lépe” bl{#{ nule. 0 \ r\ ﬂ n ﬂ
Je zPejmé, %e &im je krat- ta tr;a t
5f intervel (tqitp ), 1

ne kterém je signél

nenulovy, tim musi byt T

mendf, tj. v&t31, aby

hodnoty integrdlt byly za-
nedbatelné. Jinymi slovy, 0
#{m je krat3f signél, tim

mé 3irs{ spektrum @

naopsak.

sit) cos wt

viimnéme si pripadd, fs(t)cos wt dt
ma nich? miZeme tuto sku- tq
te¥nost demonstrovat. Pre-
deviim je to v&ta o zm&né&
smsoveho merftka (3.13),
podle které se phi zkreco-

véni signédlu rozsiruje jeho
spektrum {obr. 3.5). vNekone&nd dlouhému” konstantnimu signélu odpovidé "nekoned-

n® Gzké" spektrum podle (3.25) (obr. 3.10). "NekoneZn& Gzkému" Diracovu impulsu
odpovidd "mekoneln& %iroké" spekrrum podle t3.24) (obr. 3.9). Mezi témito extrémy

le%{ nap?. obdélnikovy impuls.

Obr. 3.16

Obaélnikovému impulsu odpovidé nekonelné §iroké spektrum (obr. 3.15).
Reé1né systémy mohou prenést Jen konené spektrum @ dojde tedy ke zkreclenf &aso-
vého pribshu. To v&sk bude nepatrné, je-11i v potleZené %d4sti spektra nesena jen
mald Zést energie. V souladu s Parsevalovou v&tou (3.23) ponese tedy spektirum

obdélnikového signélu omezené na pésmo eneril Aviz (3.34)"
1 2 1 2 2 sin 5
= — S(wilf*dw = &= AT J dw.
Be = J | | i 0 (_oe_'f.)i
2
Proto*r~ celkovs energie ohrtlnfkového sigrélu Je
4o
?
E = J s*t) dt = A T,
-0
m%¥eme po substituci WT|2=12 psit
BT
2 ain?
-F .2 [ SNz g4 (3437)
EB E ST . 22 Z. .

vztah (3.37) rpPepidme /a/

T
Eg=E I “Bz" 1 (3.38)

\
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kde integrél

T(a) = 2 %Sintz d‘ 2 sin‘a
a) =2 [ 52 dz = 2 [si(20) - ST
( T OJ 72 T Si{2a) a (3.39)
obsshuje integrédlni sinus. Zévis-
lost jeho hodnot na par-metru a
de pribliZnZ nsznafens na obr. I(a)
3.17.
1|0“
7 erafu 3,27 T
[
I(T =09 |
054 i
(3.40) |
I
Potom lze Pici, Z%e 90 % |
energie obdélnikového signdlu Je 0 . l
neseno v pésmu thlovych kmitodth 0 Et ﬁ a
B, pro které platf 2
BT '
‘2_ = jT’ Obr. 3.17 -
t3.
B=_1I

T
" co¥ odpovidé prévE hlavnimu laloku speltrea (viz obr. 3.15).

Vyndsobime-1i “"technickou" gi¥ku spektra obdélnikového impulsu délkou

trvéni impulsu, dostnnerme

TB =2‘Irp (3-44.&)

b3

rtfp. pro B vyjédfené v iz

TBg=1. (3.410)

Jestli%e pod - 3=k Jsme Fekli "technickou" - girkou spektre signdlu rozumime

oblast kmitost®, v ni:

vizee couvief s trvénirc

je neseno 90 % energie signédlu, je zlejmé z (3.42), Ze
sigrélu: &im deldf sicondl tim uiB{ spektrum o nzopak,

¥riteria prro etonoveni "technické" #i¥ky srekira mahou bt dint ne®

energetické. Sasto viak m#% hyt soudin trvéni eig dluv = toehnické Iifky Jeho

spektra konstantni /27, /147, [AS7.

3.5 KORELACNT FUNKCE NTFERIODICKYCH sIcNAL

V kapitole 1.6 jeme zavedli koreladnf a sutokorelsdni funkei. Fro energe-
tické signdly jeme zavedli vzdjemnou korelanf Ffunkci signédl? Sy{t) = s,(t)

vyrezem (1.32) \\\\\

- 57 -



EX 4

Rp(T) = j sq(t) sp(t+T) dt = J‘ s, t=T)sy(t) dt.

R o
Z véty (3.22) o integrélu soulinu & z véty o posunu v Zase (3.12) dostaneme
+o0 ,
R12(T)=-2-1T\" J Sy (W) Sz (w) ¥ dw (3.42)

kde
S4(t) -y 51(&))'
Sy (t) «— Sy(W).
Polo¥fime-1i S4(t) = s, (1) =5s(t) , dosteneme autokorelaini funkei (1.33)

4 o0 fo0

R(T) = J s(t) s(t+7T) dt = Js(t)s(t-f)dt.

- -t

Do (3.42) dosedfme S4(w) = Sy [w)= S{W}es s(t) a dostaneme pro autokorelad-
nf funkci signélu Sit)

+0®

RIT) =-21+I- J IS((‘))I2 §19%go. (3.43)

- 4

Vv Parsevalove v&td (3.23) jsme oznalili

Clw) =]S(w)f (3e44)

jako spektrdlanf hustotu energie. Ze (3.43) je zFfejmé, Ze autokorela®ni funkei
signdlu miZeme zapsat Jjeko inversni Fourierovu transformaci spektrdlni hustoty

energie

4> OO

= ¢ =1 jwt .
RIT)=F [C(w)] =57 ”C(w) el®" dw (3.45)

s spektrdln{ hustotu energie jako obraz autokoreladni funkere

riT) &/°TaT (3.46)

VP

Clw) = F[RIT)] =

-

7 Gveh uvedengych v kap. 3.4 plyne, Ze &im Je $irsf spektrum signdlu, tim
bude krat3f interval 1?\}\ga n&m# budou hodnoty signdlu korelovené. Bude-1i
spektrum signdlu Gzké, bude intervel, na n&m¥ jsou hodnoty signdlu korelované,

Ziroky.
Ve apektrélni hustot® energie C(W) se neuplatnuje fézové spektrum. Pro-
to mohou mit i rizné signdly stejnou autokoreladnf funkci.
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3.6 SPEKTRUM HARMONICKEHO SIGNALU A HARMONICKEHO IMPULSU

N2kolikrdt jeme zdiraznili, %e harmonicky signd. nemiZe existovet, proto-
%e By nesl nekome¥nou energii. Ve skute¥nosti existuji signdly, které mejf har-
monicky pribEZh jen na kone¥nér intervalu Zasu. Zsbyvejme se nyni tim, jeky Je
rozd{l mezi spektry skute¥n® existujfcfch "harmonickych" signéld a spektry jeJjich

"nekone®n® dlouhych" idealizaci.

3.6.1 Spektrum harmonického signdlu

Harmonicky signdl
s(t) = A cos Wyt

miZeme rozvinout do komplexnf Fourierovy ¥ely

S(t) = A cos wet =% [ glwot 4 & Jwot ]

e koeficienty
_ A .
C_1 = G =—2—
(Doporufujeme Ztenéfi, aby si porovnal tento nesrovneteln& jednodu33i postup

e dosazenim do (2.26).)
Podle (3.32) spektrum (spojité, tj. Fourierowa transformace) harmonického

signélu
F[Acos w,,t]=ﬂTA[5(w+wo)+<S'(w-w°)] (3.47)

tvor{ dve Diracovy impulsy s mohutnosti MTA ns kmitoStech -G, a Wp

(viz obr. 3.18).

s(t)
A lenl Slw)
5T TA TA
L X X ] (X X ]
0 ¢
-00 0 wo w -Uﬂ 0 wo w

Obr. 3.18

3.6.2 Harmonicky (ré4diovy) impulg”
V technické praxi se zjednoduéeﬁ; nazyvé hermonickym signélem tzv. harmo-

nicky impuls, n¥kdy tské nazyveny rédiovy impuls, tj. signél (obr. 3.19)

A cos Wot i |t|<—g—v
s{t) =



Signél miZeme vyjéd¥it s pouZitim (1.7) jako
sity= A rect(%—) cos Wot .

Podle (3.34) jJe

T
Flrect(¥)] = Tsmw

Déle pourijeme v&tu o linearit? (3.’11) a modulani vétu (3.15) resp. (3.16) a

doestaneme
S(w) = F[Arect (L) cos wpt] =
AT [sfn(w+wo)—€- sin(w—wo)% ]
= + N |
2 Lw+w)d (w-wp) L
t3.
S(w) = AL Sa[(w+w )1] S [(w W) L (
> o) 3] + Sa|lw-w 2] ) 3.48)

Spektrum je gznézornéno ne obr. 3.19.

sit) Slw)
A &2
AT
L 0 Tt Fa Xl B WY a
7L J:'f 7O, U~ 7 UQOUA\ o
AL
Obr. 3.19

Funkce Sa(x)prochdzf nulemi pro x =k T (viz obr. 2.20), tj. pro

W- W, _szﬂ o k=+1,+2,-.
Pude-1i se délke impulsu T zvétéovat, poroste hodnots S (We), velikost postran-
n{ch mexim bude klesat a nuly spektra se budou pFibliZovet ke kmitoZtu W
Protofe plati /1/
. a
lim +« Salaw)= 6w,

Q> +0°
bude pro T—> + o

tim S(W) = l

> to0 {SG[(U+UJ0; ]‘f‘ SG[(U Uo)g]}=
= [

.-q

AL
- 2
&

(W+ W) + cY(w—wo)],
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tj. vzorkovaci funkce Sq predly ve dva Diracovy impulsy a spektrum harmonic-
kého impulsu podle obr. 3.19 pFeslo ve spektrum harmonického signdlu podle obr.
3.18.

*"Harmonické" signdly, které se vyskytujfl v prexi, tedy majyi spektrum
podle obr. 3.19. E{m déle existuj?f, tim vice je jejich spektrum "gisté" a bliZ{
se ddrovému spektru.

3.7 HWILBERTOVA TRANSFOILACE . ANALYTTCKY SIGNAL

v radiotechnice se %asto zabyvéme signély na vyectupu filtrl s Vzkym pro-
pustnym pésmem, jejichZ spektrum je soustfed&no v dzkém rozmezi kolem stifedniho
¥xmitoZtu. Fozorujeme-1i Jje na osciloskopu, je zPejmé, Ze se m&ni Jjejich amplitu-
ds i kmitoZet (féze) (obr. 3.20).

Takovéto signdly chceme vyjédtit ve tvaru A4/

s(t) = Alt) cos V(t) (3.49)

7m&nu amplitudy signdlu udévé jeho obdlka A (t), od niZ pofadujeme, asby byle
vidy vEt31 neZ ebeolutni hodnota signdlu |s(t)l = A(t) a pokud Je v nékterém
okar¥iku signélu rcvna, %*434me, eby s nim m&ls te&ny dotyk. O fézi signilu m(t)
predpoklddéme, Ze mezi dvéme zménami znaménka s(t) se spojit& zmé&ni o T . V okam-
$icich zmény zneménka nebyvé hodnot O T 27, (obr. 3.21), Zdvisloet fdze

na *ace lze vvidd¥it jeko soulet tr{ sloZek

W(t) =Wt + V(1) + W (3.50)

kde Wo je stredni kmitolet, v, je po&étedni hodnota féze a 7y (t) je nelinedr-

n{ zm&na fdze.

s(t)
Alt)

vl
AN N

0 t3Uth ts t
t t2 /V
\*

sit)
t
Obr. 3.20 Obr. 3.21
Mi%eme v tomto p¥iped? také mluvit o okam?itém kmitodtu, ktery predstevuje
ppiristek ffze
1 1 dvi) dyt) 1
- W) = = ={W, + - {3.51)
fit) = 5 0 =95 g7 =+ S50 ) 2
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vztah (3.49) nestadf k jednoznednému urleni obélky a féze signdlu. PouZi-
véme anelyticky signél a Hilbertovu transformaci.

3.7.1 HilBertove transformace

Fourieriv obraz signélu mi%eme rozd¥&lit na redlnou a imagindrni &dst

400 L ad 400
Slw) = J s(t): éJ“’tdt = f s(tYcos wt dt —] J s(t) sin wt dt,
-5 aiad 00
(3.52)
Pro redlny signdl je redlnd ¥dst obrazu
Ly 4
R(w) = J s(t) cos wt dt (3.53)
-0
sudou funkcf dhlového kmitoZtu a imagindrni &dst
oo
X{w) =-J s(t) sin wt dt (3.54)
-4
je lichou funkef. Potom miZeme pro zpé&tnou Fourierovu transformaci psét
+ 00 oo
A jwt _ 1 .
s(t) =357 J Slw)e’ dw = T OJ [R(w)cos wt -X(w) smwt] dw.
e (3.55)
A
PFidrulme nyni k signdlu S(t) sigmél S(t) pFedpisem Ve
o
A 1 .
s(t)=-ﬂ.—J[X(w)cos wt+R(u)smwt]dw. (356)
0

spolfvejicim v tom, e zeminime koeficienty u sinu a kosinu, pfidemZ zmEnime
znaménko. Dosedfme-1i do (3.56) vzthhy (3.53) a (3.54), dostaneme

o® + o
St = %— j dw J(—s('l’)sin wT cos wt + s(Ticos wlsinwt)dT
a tedy o‘o -"_
g(t) = 31‘.— J dw I s{Tisinw (t-T) dT. (3.57)
0 s

Predpie (3.57) nazyvéme Hilbertovou transformaci a pileme
A
S =H[sit].
Hilbertove transformasce se vyznsluje tim, Ze origindl i obraz jsou ve stejné
- zde Xasové - oblasti.
K sigmdlu e(t) miZeme op&t pFidruZit signél stejnym zplisobem, jekc Jsme
z{skali (3.56) - tedy z (3.56) piSeme

T =—51r J[’RW)COS wt + X (w)sin wt]dw=—s(t). (3.58)

0
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Tek jako jeme (3.56) napseli ve tvaru (3.57), miZeme piepsat i (3.58) a dostane-

me
oo + 00

=
s(t) = q J dw

Vvzteh (3.59) predstavuje inversni Hilbertovu transformaci

S(T)sinw (t-T)dT. (3.59)

st=H'[ 4w ].
Vztshy (3.57) a (3.59) zjednoduéime. Napiéeme (3.57) ve tvaru

s(t)———hm Jdu js('[)sinu(t-—'t)d'r.

X—»oo 0 -
Po jednoduchych dpravédch dosteneme vyrazy
o0

Ay 1 *
Str=H[st)] = T,J —ts—f—rf) dT (3.60)
a =
“Ar A 1 J' s
= H 1] ==L T .61
s(t) [8tt1] =-5 ] d (3.60)

které se nejdast¥ji uvédf jako Hilbertove transformace. Hilbertovu transformaci

miZeme vyjddFit teké pomoci konvoluce

H[s(t)]=31rs(t')*-‘t'—’ (3.62)

H'[am]=-F8txf - (3.63)

Hilbertove transformace je linedrnf e pro redlnd s(t) pletf [47:

Hlastt)]=a8(t)
H[s(t+a)] =8 (t+a):

H[slat)] = S(at).
Uv&domme si je¥t¥, co fyzikdln& znamend Hilbertova transformace, tedy
Zém&na - sin Wtza cos Wt & cos Wt za sin Wt

pFechod od vyrazu (3.55) x (3.56).
otek o T/2 .

znemensd fézovy posun viech kmito&tovych sl

Stend® si miZe snadno ovérit, ze pro w>0 e

H[sinwt] = —cos wt, (3.64)

H[coswt] = sinwt. (3.65)

3.9.2 Anmelyticky signél

Zabyvejme se nejprve periodickym signdlem. Vime, %Ye ho miZfeme vyjddrit

Fourierovou Fedow
s(t)=.92£ +Z (akcosk ot + by sink Wt ) (3.66)
k=1 '
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kterou teké mi¥eme prepsat (viz odst. 2.3.3)
st =) A coslkaot + 4 ). (3.67)

Podle odst. 2.1 (obr. 2.3) si miZeme k-tou sloZku ri{t)= Ay cos(kwyt + Y
periodického signdlu, kde Ay = Vot(.g.bﬁ lqk=—0rc {g( bk/Gk } | pPedstavit
jako primst komplexnmiho vektoru

na redlnou osu. Slozku o /2 posunutou, tj. Xplt) = Ak sin [kwot +Y )
si mi%eme predstavit jeko prim&t vektoru ns imegindrni osu, tjJ.

Jktwot +Yk )

Z(t)=Ag e = rdt) + jx (t). (3.68)
P*i tom

rlt) = ap cosk wyt + by sink w, t, k=12, (3.6%)

a

ro(t)=7°
a

xk(t)=0ksinkwot — by cosk wot, k=12, (3.70)

ng rinou

Porovménim (3.69) e (3.70) s (3.64) a (3.65) vidime, Z%e priméty vektoru zklt"
(3.69) & imagindérni osu jsou spolu vézdny Hilbertovou transformaci.

Pri*edfme-1li keZdé sloice rk(t) signglu S(t) Hllbertovou transformacy
slo¥ku xk(t) , Vytvor{me tzv. prifrszeny (adjungovany) signgl S (t) x signdlu
s(t)

31ty =) (o sinkwet — bcosk wotl (3.7)
k=
Signély Sit) s 8 (t) pak tvo¥f redlnou a imagindrn{ #get komplexniho
(vektoru) signélu (viz obr. 3.22)
str=Al) P s+ it =Yt + 0Y x(t G
k=1 < 1 :

.

ktery nazyvéme Hilbertovym (také analytickym) signédlem.

Potom miZeme sicndl S(t) zapsat jako (viz obr. 3.22)

s{t) = A(t) cos Y~ (t) (3.73)

kde

Alt) = \[s‘m + 8%t (3.74)
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3it) S(t) =H[s(t)]

Wot + ¢, (3.75)

| . Periodicky signél
zZ,(t) 2wot+, S{t) se ném tak podabilo
vyjdd¥it pomoeci obdlky
i (3.74) a féze (3.75).
Z4it { = .
Z obr. 3.22 je ztejmé, Ze
. | |st)|< A(t) , coZ byl néd
: - pozadavek na obdlku. Ov&fme
ri{t) ittt wlt) ' nyni je#t& spln&ni po¥evkw
- ! na te¥nmy dotyk signélu a je~
_ sit) ) ho obdlky. V mistd dotykw
t musi byt nejen
Is(t)] = A(t) , ale také

Obr. 3.22

dsit) _ dAW) (3.76)

Platl, Ze

dsit)
dt

cos W(t) — Alt) sin () %‘i’

_ - _ (3.77)
aby pro (3.73) bylo v t splnéno s(th = A(T) , must byt (1) = 2nT

co? po dosazend do (3.77) a4 ¥4dany vzteh (3.76). Vyjédrime-1i s(t) pomoel
(3.73), (3.74), (3.75), mé obélke A(t) tedny dotyk sl(t) . V bod¥ dotyku
Sty=0 .

Uvedenéd vztahy jeme odvodili pro periodicky signél. Pro obecny signél
budou rovmsZ¥ platit, popseny postup by bylo nutné pouZit na prechod od Fourie-
rovy Frady k Fourierovd transformaci.

Poznemene jme je3tZ, Ze obdlku signdlu zI{skévéme pFi demodulaci signélu.

Jedermr z elgoritml ziskén{ obdlky e féze\%ign\élu je na obr. 3.23.

=.d d Alt)
=5 [A(t)cosv(t)]= -

3,7.3 Spektrum Hilbertovs signdlu

Hledejme nejprve spektrum pbidruzeného signélu. Je-1i s(t) «—r S{w)
a hleddme (W) g(t), je

-jSlw) ' w >0,

A A .

S(w)=F[s(t)]= 0 w=0, (3.78)
+)Slw) 1 w<O.
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(o)
s(t)
' -\’ —— Alt]
Stt)
H[e] (o)
™ ®
o arc tg }— Pt
Obr. 3.23
Hleddme-1i potom spekirum Hilbertowa signélu, dostaneme
Z(w) = Flz(t)] = F[st)] +]F[&(t)] = S (w)+j §(w)
a tedy 2 S(C‘)) . W > 0,
Z(w) = {s (W + w=0, (3.79)
0 ° 1 L.J< 0.

Je tedy zFejmé, Ze spektrum Hilbertova signdlu odpowidd jednostrannému (skute®—
mému - technickému) spektru signdlu S(t} (srovmej (2.32) a odst. 3.3).

4. DISKRE?Nf FPOURIEROVA TRANSFORMACE .

Vyjédreni signdlu v kmitodtowé oblasti zplsoby, které jsme uvedli, Jje
mo¥mé za dvou podminek:

1) signél s(t) je popsén explicitnim matematickym vyrazem,
2) umfime urit primitivnf fynkei nebo pFfimo urdity integrdl k integrandu
typu s(t)ed @t “Q\
V prexi se problém Fe¥! pomocf tabulek a slovafkd Fourierowy trensformace 267,
¥e v&t8ine prakticky se wyskytujfcfch p¥ipadd je treba vypoZitat Fouriero-
vu trensformaci numericky. Lze rozlifit dve p¥ipady /11/:

1) Nenf znémo matematické vyjédreni pro signél s(t}) , ale jsou znémy jem
jeho n¥které hodnoty sl(t) v oksmZficfch t; . To Jje nejdast&jsd{
pripad, kdyZ hodnoty S(tj] ziskévéme m&Femim.

2) Pro signdl S(t) je znémo metematické vyjédfeni, ale meumime urdit
primitivin{ funkci. Potom miZeme pro wdechna {j vypodftat s{tj] a
prevést problém na piedchdzejici piipad.
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jn(2¥/N)k

» o0
-Z che .

N=-or
spit) T
[ X X ]
4 4 4 1 4
0 T T 7 Y.T t
01234.. o N=TN N+1 k.
Obr. 4.1

Oznalme

splkyy ) = syl

Exponencidly ejn(2I/N)k predstavuji{ harmonické vzorkovené signdély s kmi-

toxty ( 2T/N)n. Velitima k odpovidd Smsu - udévé poradové Zislo odebraného
vzorku., Exponencidly jsou periodické. V disledku periodicity viéi proménné n

platf pro m = o, +1, +2, ...

ej(n tmN)m/M)k= ejn(ZI/N)k eijzlrmk _ ejn(2‘1r/M)k .

Potom miifeme v disledku periodicity psét

= jnemwok & in(2T/N)k
SPH“‘)=Z c:neJ =X Cn ejn( / )
’ (4.4)
=-00 n=0
kde
o
Cn =Z Cn.,,mN i n = 0, 1’ ses N-’l . (4'5)
M=-oe
Vyraz (4.4) rez3ifime N a dostaneme
N
s(k) = 'ﬁ‘ Spk(k) '
N-A .
, n(2T/N)k
stk) =1 ) sin) € F k=00, N1, (4.6)
n=0
kde
S(n)=NZ Ch+mN | n=011-"‘lN-1 . (4.7)
M=-o

Déle se pokusime S(n) wyjédrit pomoct s{k). Vyraz (4.6) nésobime a
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sumujeme

Ne4
- jm(27/N)k Nt e NRIMNK - im(2T
) slk) & LT sy MR ik
k=0 o G20
1 -1t N-1
L)) s eIk
k=0 n=0

V poslednfm vyrazu zam&nme po¥ad{! sumovéni a hledejme hodnotu vyrazu

-1

Z ej(n-m)(21r/M)k

k=0 .
Pro n = m je jeho hodnote rovna N. Je-1lin #m,jde o soulet geometrické rady s
N &leny. Hodnota soultu Jje

Jin-m)QT/NIN

L = Ll =0

1 -el(2T/N)(n-m) 1- e JQTNIn-m) ~ '
tzn., Ze :

N-1 N in=m

. ej(n-m)(m/N)k - { (4.8)

=0 0 ; n#m
a potom

N-1 N

- jm(2T/N) k 1
Z s(k)eJ =WNZS(”) fn,m i m=0,1,2,...,
k=0 n=0

kde dwn,m Je Kroneckerovo delta
0 ; nem,

(rn,m={ ]
1 ; n=m.

Pravéd strana poslednfho vyrazu je pro n = m rovna S(n),
pro N#m je nulovd a tedy

N-1

-in(2TN)k
Sin) =Z s(k) ejn( m i n=0,1,... N-1 (4.9)
k=0 :

vztah (4.6) pPedstavuje rozvo] posloupnosti vzorkd periodického signédlu
do ¥edy diskrétnich exponencisl '

in(2/N) k
{e’"(/ } g P k=012 N
N=

vé%enych hodnotami koeficientd S(n) podle (4.9). Vztah £4.9) pro vypoZet t&chto
koeficient® nazyvéme pfimou diskrétnf Fourierovou trensformaci (ddle v této ka-
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pitole DFT) e zna%ime

Sin) =DFT[{skl}]; =a=o,1, ..., va.
Z hodnot S(N)miZeme vypodftat, jak jsme ukézali, hodnoty s(k) podle vztahu
(4.6). Tento vzteh nazyvéme inversn{ DFT e budeme znadit

s(k)= DFT* [{S(n)}] i k=0,1, .., N4,

Defini¥nf vztahy (4.6) a (4.9) vyjadfujl jednmoznefné pFifazeni obou posloupnostf.
Posloupnosti s(k) k = 0, 1, ..., N-1 odpovidd konedné posloupnost S(n) ,» 0= 0,1,
eeey N-1, VZimneme-1i si vztahu (4.7), kterého jsme pouZili, je zfejmé, Ze

p= 0,1' 1.:'2|..-,
Sin)=S{n+pN) (4.,20)
n= 0| 1,2,..., N"1
a tedy DFT prifszuje kone¥né posloupnosti vzorkd také obraz, ktery je nekonenou
periodickou posloupnosti. Naopak kone¥né posloupnosti S(n),n=0,1,..., N-1,
kterd je obrazem kone¥ného poftu vzorkd, odpovidé i nekonednd periodické posloup-
nost vzorkd
. p= 0,1’1.1‘ 2!"'[
s(k)= s(k +pN) ; (4.22)
k=01,...,N-1.

Lze tedy DFT povaZovat za oboustrann¥ jednozna¥nou a to bud jeko prifazenf mezi
podlaspnostmi konefnymi ne zéklednim intervalu periodicity, nebo jeko pfifazent
nekone&nfch periodickych posloupnosti.

Posloupnosti budeme podle potreby zne¥it n¥kolike zpisoby:

1) prvkem a hodnotemi, jich? mi%e index nabyt, napi.
s(k) ) k =0,1,..., N—11

2) prvkem ve sloZenych zévorkéch s mezemi zm¥nmy indexd, nap¥.
N-1

{s(k)}k=o !

3) pokud nemiZe dojft k chyb&, jen prvkem ve sloZenych zdvorkéch, napf.

{s(k)}k ’nebo {s'(k)}.

Uvedené oznaleni jsou rovnocenns.

4.2 VZTAE MEZI FOURIEROVOU RADOU, FOURIEROVOU TRANSFORMACY A DISKRETNT
FOURIEROVOU TRANSFORMACY

Diskrétni Fourierovu transformaci jsme zavedli jako transformaci vzorkd
periodického signdlu. Cesto v3ak pou¥ijeme transformeci (4.9) na koned&nou posloup-
nost vzorkd finitniho signélu. Signdl tek vlastn® periodizujeme. Vznikd otdzka,

v jakém vztahu je spektrum finitniho signdlu k takto ziskané DFT.

M&jme tF¥i signdly (obr. 4.2)
1) finitnf signél e,(t), ktery mé vn& intervalu <0,T) nulové hodnoty,

2) periodiecky signdl sp(t) vznikly periodizact er(t),
3) diskrétnif signdl ad(k) = ar(kI/N), k=0,1,...,N~1, vznikly} diskretizaci

signédlu 8,(t).
Transformacemi odpovidajfcimi povaze signéll doataneme tyto vysledky:
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1) Fourierovou trensformac{ signdlu sf(t) spektrum
S¢(w) = F[ s¢t)]. (4.12)

2) Koeficienty komplexnt Fourierovy ¥*ady pro periodicky signél Splt)
ziskéme z priob&hu s¢lt)v jedné periodd

T .
1 - jnWot . _ 27
°”"T",,J sty @Mt o = &L
Podle odstavce 3.3 lze tyto koeficienty vyJj4d¥it vztahem (3.33)
_ S¢{nwWe)
cn——T—'——— (4.13)
pomoci spektra fini}niho signélu odpovidajfciho jedné period&
signélu periodickéhb.
3) Diskrétnf Fourierow transformaci
Sq(n) = DFT[{ sq(k)}] 1 n=0,1,..,N-1. (4.14)
Podle (4.7) plati
Sd(n)=NZ Chamn @ N= 0,1, N=-1, (4415)

tj. n-t¥ vzorek spektra DFT odpovidé N nésobku n-tého koeficientu
€n komplexni Fourierovy Fady, k n&muZ jeme pridetli viechny koefi-
cienty s indexy 1li¥fcfmi se o nésobky N. Dossdime-1i do (4.15) (4.13),

miZeme také psit

400
sd(n)='¥_z Sf((n+mN)wo) ]
M= -
kde
T=NTv.
Potom
Sq(n) = —;V— Z S¢ ((n+mN) o) (4.16)
M=-or :

7 uvedeného je zPeiméd interpretace DFT:

1)JestliZe vzorkovany signél Sd(k)odpovidé prib&hu jedné periody periodické-

ho eigndlu, ktery je dostetelné hladky, takZe koeficienty jeho komplexnf Fouriero-

vy ¥ady podle (2.35) rychle klesaji a mi¥eme napsat
& o

Z Cn+mN é Cn |

Me-oo
platf pro n& priblizn® podle (4.15)

cn=1- DFT[{ sqtk)}] |. (4an

2)Jestli¥e hodnoty vzorkovaného sigrélu Jjsou
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sqlk) = s¢(k Tyl

a signdl Sf(i') " je dostete¥n& hlsdky, takie jeho spektrum podle (3.35) rychle
klesd a miZeme napsat

Y Selinemni &) = s (n2L)
M=-ow

platf pribliZ¥n& pro spektrum signdlu S¢(w)

S¢n 2T ) = 7, DFT[{ sg(k)}] (4.18)

2
NTy

kde Ty Jje perioda vzorkovénf, N polet odebranych vzorkd (viz obr. 4.2).
Je treba poznamenat, Ze vztshy 4.17) a (4.18) plati jen pro N = N/2,
jak vyplyne ze vztahd (4.36) a (4.37) uvedenych déle. )

JestliZe signdl nenf dostateZn® hladky e spektrum klesé s kmitoZtem
pomelu, nelze o vzdjemném vztahu spektra a DFT #ici nic jiného, ne% Ze platd

vztahy (4.15) = (4.16).

sdt)
|Sf(0)|
Sf(nzf!r- ) =Ty Sq(n)
pmé T t 0 2fn/T ;Y
s =
\ ~ lenl cn Nsd(n)
Iy
0] T‘I T t 0%1-n
/ \‘ ,r"_ “f~-
II ‘ “L | 1
0123 N k 01N N
Obr. 4.2

4.3 MATICOVY ZAPIS DFT

Oznalme -
zna W= eJ(Z‘Jr/N) (4.19)
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a gz moenin (4.19) sestavme matici ¥Fddu N

[ W° 1 W° |W°r . t Wo
Wo' W1 \ W2| . | WN"
_ ° 2 ’ 2(N-1)
(wl=1| w® , w?, w*, e W (4.20)
. W° ' WN.: Wz(:a-«) e W(N-d)lN-ﬂ

pro jeji% obecny prvek na i-tém rédku a v k-tém sloupei platd

Wiy = W'k =012, ..., N-1,

1
k"ol112n'-~l N-1'
Posloupnost vzorkd signdlu miZeme zapsat jako sloupcovy vektor [S]

Ts]=(s(0),51), .., S(N-1)
a jeji DFT teké jako sloupcovy vektor [S]

Tis]=(s(0), S(),...,SIN-1] .

Potom vyraz pro p¥fmou DFT méiZeme zapsat v maticovém tvaru

Zp&tnou DFT mi¥eme rovn¥% zapsat v maticovém tvaru
-4
[s) =[WI[S], (4.22)

_4
xde [W] je matice inversn{ k matici Lwl.
Matice [W] mé ¥edu vlastnostl, které zéjemce nalezne Vv Ax7.

4.4 ZAKTADNT VLASTNOSTI DFT

Pro DFT platf ¥ada v&t A1/, z nichZ nejzékladn¥j5{ uvedeme:
1, V&ts o linearit& DFT
P¥{mo z definice DFT plyne

DFT[Zoi{si(k)}]'=Zai OFT [{ sitk)}] (42

2, V&ta o periodicité
Jek ji¥ bylo uvedeno, plyne p¥imo z definiZnich vztahl, %e DFT a inversni
DFT definujf pericdické posloupnosti
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s(k) = s(k + mN) , m=0,+1%2, ..., (4.24)
S(n) S(n+ mN) (4.25)
Jako zvl1éitn{ priped dostaneme pro zéporné indexy

s(-k) =s{N-k)

(4.26)
S(-n) =S(N-n) (4.27)
3. Y&ta o obrazu obrdcené posloupnosti
Jako obrécenou posloupnost k posloupnosti {5(0). s(1);.-1 s (N-‘I)}

detinujeme { s(0), s(N-1),s(N-2),..., s(2),s(1)},
V ddsledku period:.city (4,24) a (4.26) mi%eme obrdcenou posloupnost k posloupnos-
ti { S(k)} 5 zapsat jako

{ sN), sIN=1),..., s(2), 51 } ={s(N-i)}?;;={s(-k)}""

k=0 °
(4.28)
Potom DFT obrécené posloupnosti
N-1 N1
jkn2l/N
DFT[{ si-k) = s(-k) & =
. k=0
N - (N N-1
={ X s(m) e“N min 29/N }N {Z -jm(-n)Zﬂ/N} i
m=1 : n=0 m= n=Q
) N-1
= {S(—n }n-O
je rovna prevrdcenému obrazu plvodni posloupnosti.
TotéZ plati pro inverzni DFT, tedy ‘
N-1 . YN~
oFT[{st-k) ] 1= {stm}nt = {stn-i} g (4.29)
-1 N-1 :
DFT'[{st- n)}n ML {s(—k)}k=0 . (4.30)

4, Y&ta o DFT sudé e liché posloupnosti

Posloupnost, pro kterou
s(i) = s(-i) = s(N-i),
nazyvéme sudd posloupnost,
Pro sudou posloupnost tedy platf

{ sti }.= = {s(- r)} (4.70)
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a jej{ DFT
OFT [{ s(id}g ] = OFT [{ s-il hol

vehledem k (4,29) dé

{ s N-4 N-1
(n} }n-o -{ S0l fooo!
co¥ odpovidé definiei (4,31) sudé posloupnosti.

Z uvedeného plyne, Ze DFT sudé posloupnostl je sudd. Podobn& DFT liché

posloupnosti je lich4.

5. Véta o DFT komplexn¥ sdru¥ené posloupnosti

Obeen® mohou bt vzorky s (k) komplexni ¥isla. Pak DFT komplexn¥ sdrufe-

né posloupnosti

N-1

- - jn@2I/Mk NI/ Ky #
DFT[{ s*(k)}]--{kz-os*(k) e ] - {Z (k) NN I
={ L s FTE Lt a1

k

Z toho & z (4.29)
DFT({ s*(—k)}:':o] ={ (n) }:'0
a tedy -
ol - {Fefy

DFT komplexn& sdruZené posloupnosti je komplexn® sdrufend obrdcensd DFT posloﬁp—
nosti pivodni. TotéZ plati pro inversnf DFT:

oFT[{ Stk }, ] = { Se-mfi (4.32)
DFT[{ S'in) }"“0] = { s*(-k)}:"'o _ (4.33)
- ;

6. V&ta o DFT redlného signdlu

Je=1i signdl posloupnosti redlnych %isel, pak pro viechna k

s(k) = S(k)

OFT[{ stki }] = DFT[{ £1ki}]

co¥ vzhledem k (4.32) znamend

a tud{%

- 75 -



| { S(n)}::o - { ¢ }:‘0 - {s‘m_m}:'_'o

a tedy
re sim 1! = {Re SIN-n) N
n=0 n=0 (4034)
. N-4
{ Im S(n)}"\‘ - -{ Im S(N-n)} . (4.35)
n=0 n=0

Ze (4.34) a (4.35) plyne

{ . }N-1 s N-4
s} = {IsiN-nit, (4.36)
sim 1= S v |
arg n)}n=o— {crg (N-n)}n=0 . (4.37)
DFT raflného signéla je posloupnost kxomplexnich ¥isel. Jejich reélné Z4sti jsou
sudoy, még;__é_mi_lm posloupnosti. Moduly Jjsou sudou, argumenty lichou
poaloupnosti.

Disledkem této vEty Jje, Ze prvek S(0)jq yzdy reélnf, protoZe
$(0) = SN = SN,
Je~14 N sudé,pak i strednt (N/2 -ty) prvek obrazu je reélny, protoZe podle
(4.32) pro reflny signél je S(V/2) = g*(-N/2) = S¥(V2).

7 véty plyne, Ze

S
Re Sin] N p¥i sudém N = 2k
eSnl] _ ——— T, i ldchém N = 2k+1
/_\ 1 stad{ zjistit x +1 prvki
: ? poeloupnosti obrazu. Dal¥{
B ‘ ves se opakujf. Situace Je
‘ ] 1 i 0 znézornina na obre 4¢3,
| 1 [ 1
0 1 2 3 4 5 6 n
Im S(n) .
|
‘ |
R | )
ol~1 2JX3% & sl/ HE
=0
Obr. 4,3
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Te . D 2] [*)

Znéme obrag

sik) p
e
r OFT[{ sk}, ] = { St}
a pot¥ebujeme ur¥it obraz
1 [ ' posunuté posloupnosti
2 7 0 1 2 3 4 5 6 7 k
s (k-ol DFT[{slk-p)}, ] =
P , N -jkn29/N
N ={ S( - e }
] ] l k=0 n
[ 1. 1. L
2 1 0 1 2 3 & 5 6 7 Kk = | k-p =i] =

Obr. 404
N-1-p

j=-1 N-4-P

.{z ) }n

1=-p =0

Prvé suma je

- L spIN2TINY [ ey glin2IN iPn2T/N
Z s(i) e }n {Z si) e e }
i=-p

n

1 i -. r
{ s(i) 3Iin2T/N_glpn2 /N} =|g=N+i]=
n

i=-p
N-4 ) .
={ s(q-N) - ginla-N)2T/N-gJPn 2'n/N}
qQ=N-p  siq) e—j‘qnz‘x'TN n
& tedy
N N-1-p
pFT[{stk-p} ] =y =+ ) o
q N'p |=0
ti.

DFT [{ s(k—p)}k] _._{%1 s(q] e—jqn21rlN éjanSI/N}

q=0

Obraz posloupnosti posunuté o p krokd je

DFT[{ S(k—p)}k] - {

S(n) e

n

-janST/N}
n (4.38)
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8. Yita o posunuti v obrazy

Stejnym postupem jeko v predchdzejicim pripadd uriime

FT'[{ stn-p)} | ={-§Tf S(n-p) eink 2”“} -
n n=0 K

N-1 . ‘
= {JN_ } sim oMK 2T/N  ipk n/N}

" m=0 K

t3.
Arf e _ JPK2X/N
DFT [{S(n p)}n] = {S(k) e }k ‘ (4.39)

9, V&ta o obrazu diskrétn{ periodické konvoluce
Periodickou konvoluel signéld { x(i)} a {y('t) } rozumime posloupnost
{v(k)} , Jeji% ¥leny uriime podle vztshu
N-1

N-14
vkl =) x() ylk=1) =) i) x(k=i) = x % y(k)
i=0 i=0
k=01,...,N-1
Postup vytvéFeni diskrétni periodické konvoluce je zndzorn®n na obr. 4.5. Naleg~
neme jej{ DFT

(4.40)

-1

N .
Z x(i) y(k=i) éjanﬂ'/N } -

n

-1

DFT [{ v(k) }k]-{NZ

k=0 i=0

- {Zx(i) Z y(k=i) e‘janI/N } = { ZZX(I') Y(n) éjinzn/N} _
K n n

= { X(n) 'Y(n)}n

DFT diekrétni periodické konvoluce je roven soudinu DFT jednotlivych posloupnosti

DFT [{x*y(k)}k] = {x(n).v(n)}n : (4041)

10, V&ta o obrazu diskrétnf periodické korelace

Diskrétn{ periodickou korelaci posloupnosti { x,(i)} a {xz(i)}
nazjvéme posloupnost { Ru(k)} se &leny
N-14
Ralkl= ) (il xp(i+k) i k=01, ¢ N-1 | (4.42)
=0
Jsou~-1i goaloupnosti eteiné {x4(i)} = {xg(i)} = {x(i)} , dostaneme tzv. diskrét-
n{ periodickou autokorelaci ’

-8 =



x(&)

x(k) x('mx(ﬂ
9 (3)
x(2)x 1 N-1
1 v(k)=z x(ily (k- i)
ylk) y{0)s y(*1)y(2) 0 k \ i=0
. -  y(3)
T :  yl4) ]
i |
0 1y(0) wzy“’° k v(0) = x(0) y(0)+ x(1)yle)+
yia)Y 3 +x12) y(3) +x(3)y(2) +
1 ? +x(4) y(1)
Y(1) 1Y(0) o
e gY@
I "' ] ] "
‘ 1
y(1) ¢y(0)
ye2r J3) 9§ vi2)=x0lyl) exinlylt) +
T | B 5L ] ] +x(2)yl0) + x(3)y(4) +
f 3 | +x(4)y(3)
o 1) ¢Y(0)
I yl4) T T V3l
) !
0}
9 y(3l y(Zly‘”_ 4 vih] = x(Olyld) + x(1)y(3)+
y(4)" +x(2) y(2) + x(3)yl1) +
| f I +x(41y10)
’ Obr. 405
N-1
R(k) =) x(i)x(i+k) i k=0,1,..., N-1, (4.43)
=1
DFT periodické korelace je
N-4 N-1 .
_ . . zikn2®/Ny
DFT[{Rn(k)}k] = {[ Z xy (1) Xgli+ k) - € }h_
k=01i=0
N-1
) . in29/NY )
- {X x,(i) X3(n) e }n_ { X 4(-n) xz(n)}n :

i=0

DFT periodické korelace R12(k)}k posloupnosti {X4 (i)}i a {Xz (i)}i
je rovna sou¥imm obrécené DFT prvé posloupnosti s DFT druhé posloupnosti, tJje
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DFT [{Rn(k) }k] = { X4(-n) Xz“"}n ' (4444)

kde

oFT[{x(0}] = { Xs(m ]
DFT[{xz(l)}] = { Xa (M}, .

Z (4.44) vyplyvé, %e pro DFT periodické autckorelace platf

oft [{ Rt} ] ={xtn) - xtm} (4045
a je=1i posloupnost redlnd, pak

ofT [{ riki} ] ={1x(mF},

(4.46)

11. Vita o prodlouZe osloupnosti do m nul

N-1
Méme posloupnost {s(k)}k=o , kterou um$le prodlou¥fme dopln&nim nulo-
vych &lent na posloupnost {g(k) }L 2-0 1

slk) i ke <0/N-1>
g(k]

0: ; ke <N rN-1> r celé,

Potom
rN-1 N-1 -;nkZI/(rN) N-t JkZIf(r/rN) rN-1
oF T[{ gt} _ol={ ) alk) & } {ng) } L
k=0 n=0 ‘k=0 n=0
rN-1
={G(n)} .
n=0

DFT posloupnosti prodlouZené nulami na r-nésobnou délku je poaloupnost 8 I'N
tleny, & nichZ ka%dy r-ty je roven &lenu DFT pivodni posloupnosti,

s(k) : S(n)
— |
l I. JEENEN
0 N k n
glky .
r=2 Gin) l r
1. . l RE
0 N 2N k 0 N 2N n
nelze vyjadrit
pomoci Sin)
Obr. 4.6



N-1 X
oFT [{ g(k)};-o] ={ G(n)}:\'jg ! (4.47)

G(n)=S(&) 1 kdyz nr je cele

viz obr. 4.6,

N

12, ta o prodlouZe o8l osti opakovéni
N-1 X
Posloupnost { s(k) } prodloufime tek, %e ji r-krét zopakujeme e

dostaneme tak k=0

hik) = S{kpmodN) @ k=0,1,...,rN-1.

DFT takto prodlouZené posloupnosti Jje

rN-1 rN
N-1 [
DFT[{htk)} "o ] = {kgo h{k) &INk2TArN) }n=o

]

hd -1
= {'f s(k)-rz é”zﬂrN))(k+qN)n }rN-1 _

k'—"o q'_"o n-o
N-1 . r-1 rN-1
- {[ s(k) - 8Kn2T/(N) ] e 2sr/r} '
k=0 q=0 n=0
Druhé suma je
r-1 '
1 1=r | n/r Cele,

r- =

Z éjanST/r _ Q=0

q=0 1_e-an2Ir . ’ ¢

_____1 -jqn2!f/r=0 i n/r nent cele,
-e
: ' N-1 . rN-1
a potom - ikn2T/(rN) .
” {r[ sik) &/" } I D cele,
- n=0 r
rN-1
DFT[{ h(k)} ] = |
k=0 0 . D pen( celd
P T {

DFT posloupnosti prodloufené r-ndsobnym opekovénim je posloupnost s TN &leny.
KaZdy r-ty &len je roven r-nésobku odpovidajfcfho &lenu pivodni DFT; ogteztnt
Zleny Jjsou nulové, tj.



-n- I"N-1 ] ’
N1 {rs(r)}n_o i n/r cele,

]=

DFT[{S(kmodNﬁ

k=0 .
0 i n/r neni celé,
' (4.48)
viz obr. 4.7.
s(k) S(n)
1
e 1 [\ [ &
0 N-1 k 0 N-1 n
H{n} !
h(k’ re? ] Xr l
1 |
— 4 |
. + |
[ |
el b e oL
0 N-1 2N-1 k O N-1 2N-1 N
Obr. 407

Uvedli jeme zde jen nejdlleZitdjif vidty shrnujfic{ hlavnf vlastnosti DFT,
P¥i praktickém pouf{védnf DFT bude Ztend’ potfebovat deldf pravidla, které nalez-
ne v literatute A1/, AT/, /187,

4,5 RYCHL{ FOURIEROVA TRANSFORMACE

Proveden{ DFT podle vztahu (4.9) vyZaduje pro dané n ndsobit vzorky signd-
18 hodnotemi exponencifdly. UvdZime-~li, Ze hodnotou 510 neni tfeba ndsobit, pro-
vede se n~l soulind a vysledky - N &lend - se se¥tou, tj. provede se N-1 souZti.
ProtoZe se tyto operace musi provést pro kaZdé n, pPiZfem? opét pro n = O nenf
tFeba ndsobit, je zfejmé, Ze je zapotrebf (N-1)? komplexnich soudint a N{N-1)
soutl,

My3lenka rychlé Fourierovy transformsce spo¥ivd v tom, ¥e posloupnost
vzorkl rozd¥lime na dvé€ poloviny & urdime k nim DFT, Potifebujeme pak (ﬂ)2
soudind pro jednu polovinu, tj. celkem N soudind, co¥ je pFibli¥né polovina
plivodniho podtu. Tento postup lze nékoligrét opakovat, Budeme ho ddle oznalovat

jako FFT (Fast - Fourier Transform).

Existuji{ dva zékladnf postupy A7/, /18/. Postup s redukei (n¥kdy se pou~
£ivd termin decimace, ktery v3ak nepova¥ujeme za vhodny) Zasu a postup s redukef
kmito&tu,

Déle popi§eme podstatu obou postupl, pifiZem% budeme piedpoklédat, Ze
poZet vzorkd N je mocninou dvou. Existujf postupy i pro jiny polet, ty viak
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presahujf rémec na¥eho vykladu,

4.5 hld Fourierova trensformace s redukcf v tage

Podle vztahu (4.9) jsme DFT posloupnosti S(k), 0< k=N-1, N vzorki
8ignélu definovali

-1 _
S(n)=i s(k) eIk - o Nt
k=0 ~~

Uvedeny vztah v souladu se (4.19) zapi3eme

N-1
Sin)=} stk) wK
k=0 (4049)

W = gJ2T/N)

Periodisnost WX (s periodou N, tj. wlntmN) (erpN) W mp = o,#M,... se
dasto zdiraznuje tim, Ze se mlfasto W pide Wy .

Je-li N rowno mocnind ¥1fsle dv¥, mi¥eme z posloupnosti { S(k)}
N vzorkld eignélu sestavit dvé posloupnosti {S4(k)}a {sz(k) } ze sydych a lichych
glent { s(k), ti.

si(k)=S(2k) ,  K=0,1,....N/2-1, } (0.50)
sp(K)=s(2k+1) | k=10,,...,N/2-1.

s(k) I
3

sy(k)

V ddsledku linearity DFT
miZeme psdt

N=8 N-1
S(n) =) skl wﬁk +

| k=0
[ k suda
N-1
nk _
5 + z sik) Wy =
k=0 :
k licha

N/2-1
2k
=1 sl2k) wy
s, (k) k=0
2 N/2-1 (2k +1)n

] , +) slzker) wygo

—lﬁ
o —e
~3

x

= — N fer—

Nlﬁ
W j=mp

k=0
0 1 2 3 k (4.51)

Obr. 4.8
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Déle mi¥eme psdt

2 ¢ -)(2T/Nia_ =j(2TAN/2)
-[é! P = il N

W
a tedy 2(4051)
N/2-1 kn n &1 kn '
= (4,
Sini=)  sqlk) Wy, +Wy Z 5,(k) Wy, | 4.52)
k=0 k=0
tie
n
S(n) = Sq(n)+ Wy So(n).  (4.53)

ve (4.52) obsahujf

Zde je trebe pripomenout, Ze { s,(k)} a { Sy (k)}
jejich DFT a maji pro-

xatdd N/2 vzorkl, Posloupnosti { S1(n)} a { sz(n)} jsou
to kaZdé teké jen N/2 ¥lend

{ s,(n)}N/TJ = DFT [{ S, (k)}:l/2 ) (4.54)
n= =
/2

{Sz(n)}:f) = DFT[{ %K }Lo ‘ (4.55)

Posloupmosti (4.54) a (4.55) jsou periodické e periodou N/2 (to je z¥ejmé z toho,
ze VVNVZ ve (4.%2) je periodické s periodou N/2) a proto nevadf, Ze ve (4.53)
jen=0,1, «c.y F1, Nieménd mdZeme (4.53) pFepsat na dvojieci vztahil

Sinj= Sq(n) + Wy Sz(n) ; 0 £n = N/2-1, (4.56
n
s(n)=51(n__§_)+wN sz(n--;'-)iN/z <n<N-1, (£.57)
Déle upravime (4.57). ProtoZe
-N/2
WN =—1 1
Je n-N/2 n
Wy =—WN

a (4.57) prejde na

N/2

n-
Sin)=Sq(n-8-1 - wy Spin-Yrin/z=nsN-1.

Nyn{ kone¥nZ miZeme (4.53) psét jako
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Si(n) + Wy Spln) 0<n< N/2-1

S(n)= N/ (4.58)
51(n_§_)_wN sz(n--'g_) . N/2 £n €N-1

Predpokléde jme, %e méme 8 vzorkd signdlu S(k) a podle obrdzku 4.8 je
rozd&lime na dva signdly o 4 vzorcich S,(k) , S,(k) a urZime jejich DFT Sq(n).
S,(n) . Z tekto ziskangch vysledkd mdZeme urdit S(n) podle (4.58); postup
je zndzornén orientovanym grafem podle obr. 4.9. KruZnice zna%f operaci soultu

a rozdflu, ¥ipka nésoben{i konstantou nadepsanou nad Zipkou.

Je zPejmé, ¥e uvedeny postup miZeme opakovat a kaZdou z posloupnosti
{51 (k)} a { Sa (k)}rozloiit na dvé posloupnosti sudych a lichfch ¥lend. Potom
pro Sq(n) (a teké pro Sy(n) miZeme psdt analogicky k (4.58)

Aln) + Wy, B(n) 4 0<n<NM4-1 .
S,(n):{ n-N/4
A (n- %)"WN/Z B(n-%)l N/4 = n<N/2-1,

coZ lze napsat

A(n)+ Wﬁn B(n) , 0<n=<N/4&-1

- (4.59)
S4n) = 2n-N/2 »?
Aln-JL)-Wy Bin-LL), N4 <n=N/2-1

$40) =S(0)e—— |« S,0] s(0)
sd11=s(2le—] OFT | <51 si1)
sd2)=s(b)e—] 4vzorkd] o g(2) si2)
543)=5(6) e——| L e5,3) S(3)
5,001 =s(1) ——esf0) v, S(4)
sil=s(je— DFT L o5 (1) 2 s(s)
5,(21=s(5le—4vzorkif o (2) s S(6)
5(3)=s(7)e—| 5,i3) s(7)

aQ a+b «

a —Y awk
b a-b
Obr. 4-9
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Doplnime-1li graf podle obr. 4.9 gfhfen popisujfeim (4,59), dostaneme
obr. 4.10. Je z¥ejmé, %e vidy bereme dva ¥tvrté vzorky, provedeme jejich DFT
& nédsobenim s selftdnim podle (4,59) a (4.58), resp. podle grafu 4.10 ziskédme

vfeledek.

S{0)=5,(0} =~ a{0)*— DFT A(0)
si)=s,(2=altje—{2v2okd } ¢ A(1) oW

s(2) =4 1)=b(0}—5FT T—= BlO) « )
SI6) =s,(3)=bl1) e—{2vZOrkd | ¢ g1
S“) -52(0)=C(0) *—q DFT —® C(O)

S(5) =Sy(20=cl1) —{2VZOKI | o (1) ayyd
(3 =sz(1)=di0) —T o F7 |—*Dl0} W
s(7) =S,(3)= dit) 2vzorkd | o (1)

Obr. 4.10

S4(0) | S(o)
Sy(1) si1)
S42) S2)
Sd3) aw? S3)
S0) ¢ S(4)
SULA s(s)
S S(6)
S,(3) st7)

Uvedenym zplsobem lze pokraéovat, a? méme vzorky ve skupindch po dvou,

tj. f(0)a f(1) . Jejich DFT je podle (4.49)

1

: -
{rm) ={k[=0f (k)Wo' }

tde
F(0) = £(0) + (1) W3

F(1) = £1O) + £11) Wi

{
ProtoZe W; = W:=1

5 ) 1_gl -] N)-(N/2
o akre W =gi@VDI_gim _ giI/MN(N2)

ni%eme psédt pro DFT dvou vzorkil

F(0) = £0) + f(1) Wy

F(1) = £0) +f(1) w:’z
nebo

FIO) = #{0) + (1)

F(1) =f{0) - f(1)

N/2

=W, =~ =-1

N

} (4.60)

] (4.61)



a pro vypoSet DFT dvou vzorki neni tleba nésobenf, V pripadd DFT 8 vzorki je
algoritmus zndzorndn grafem na obr. 4,11,

s(0) sto)

s{4) S(1)

s(2) S(2)

s(6) Si3)

s(1) Sl4)

s(5) S(S)

s(3) S(6)

s(7) & W0 Wiy w? S(7)

Obr. 4.11

Graf na obr. 4.11 ilustruje podstatné sni¥enf podtu provddénych operaci.
V ka%¥dé etapd, tj. pPi zmen3en{ poftu dat ur¥enych pro DFT na polovinu, je tre-
ba provéet N/2 komplexnich ndsobenf tzv. fézovymi koeficienty W. ProtoZe etap
je log,N, mél by celkovy pofet komplexnich nésobent byt (N/2) log,N. Ve skute¥-
nosti je po¥et ndsoben{ jeXt¥ men3{, protoZe nikterd jsou trividln{i - napi.
VV::VV:lzatd. a vedou pouze na soufet nebo rozdil. Napf¥. p¥i FFT osmi vzorkd by
bylo podle obr. 4,11 zapotiebi 4 log, 8 =12 soulind, ve skutedncsti jsou za-
potiebl jen 2 netrividlni souliny (va a VV: e

7 Uvedeny postup se nazyvé redukcf{ v ¥age, protofe v ka¥dé etap se vstupni
posloupnost (Zasovd) rozd&lf na dv& posloupnosti kratdf - tedy posloupnost se v
kaZdé etap® redukuje. V anglické literatuie se oznaZuje jako DIT algoritmus

(decimation in time), .

Redukce v Zase mé za ndsledek, %e se vidy nejprve provéd{ DFT na dvojicich
vzorkid, které jsou od sebe vzddleny N/2 - viz obr. 4.11. Tzn., Ze vstupni posloup-
nost nemé zachovéno p¥irozené poredf vzorkl, ale mé tzv. dvojkov& - inverzni uspo~
r4dént, To ziskéme ndsledujfcim zpdsobem. ZapiZeme poradovd Xisla prvkd vstupni
posloupnosti (v piirozeném po¥adi) ve dvojkovém tvaru s L dvojkovymi Fédy
(N = 2L). Potom obrédtime pofadf dvojkovych cifer a ziskéme posloupnost 3fsel.
Tato posloupnost urduje jak budou v dvojkové inverzn{ posloupnosti nédsledovat
vzorky posloupnosti pivodni., V tab. 4.1 je popsané operace provedena pro N = 8
a jeji pou?itf je patrné v grafu obr. 4.11.

Na obr. 4.12 je podprogram pro vypo¥et FFT zapsany v programovacim Jezyku

FORTRAN /18/. Parametry podprogramu jsou: pole A vzorkl, mocnina M dvou urdujfcd
podet vzorkd N = 2M. V cyklu zadinajicim p¥ikazem DO 7 I =1, NML a kondfcim

piikazem 8 nédv&8tim 7 se provédl dvojkovE inversni usporédéni{ prvkd pole A. Cy-
¥lus zadfnajic{ p¥ikazem DO 2@ L=1,M zaji%tuje po&fiténi jednotlivych etap FFTapo
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CLslo

Dvojkové vyjédfeni

Dvojkové inverse

Dvojkové inversni
islo

SOV s WP O

000
001
010
01l
100
101
110
111

000
100
010
110
001
101
- 011
111

WU R AN~

10
20

Tab.4.2

SUBROUTINE FFT (ArMIN)
COMPLEX A(N) »UslyT
N = 2%%M

DO 7 1 = 1yNM1

IF (I.GE..» GO TO 5
T =4l

add) = A

A(I) =T

K = Nv2

IF (K.GE.J) 60 TO 7
J=J3-K

K = K/2

G0 TO &

J=J+K

PI = 3.141592653589793
B0 20 L = 1+¥

LE = 2uxl

LEL = LE/2

U= (1.010.)

W = CHPLX(COS(PI/LEL) +SINC(PI/LEL))
DO 20 J = 1HLEL

DO 10 I = JyNsLE

IPp =1+ LEL

T = A(IPY*U

AIPY = A(I) - T
ACD = A + T

U = Usid

RETURN

END

Obr.4.12

kaZdou etapu p¥irlstek pro vypo¥et W.PFikaz DO 14 I=J,N,LE zaji%tuje provedent
operaci podle vztahu (4,61). P¥fkazy odpovidajici (4,61) jsou na Pédce 8 névds-
tim 10 a na dvou Fédkéch predchdzejicfch. P¥fkaz DO 26 J = 1, LE1 zajistuje
_ postupné provéd¥ni dfl&ich DFT v keZdé etapé a vypoZet p¥islusnych hodnot W,

Jak jeme ji% uvedli vy3e, dosahuje se pifi pouZitf FFT znadnych dspor

strojového Zasu., Po¥et souXtl a nésobenf je u DFT p¥ibliZn& roven N, u FFT
pFibliZn¥ N log,N. Podty souXtl a nésobeni pro ob¥ metody Jjeou zPejmé z tab,.

4.2 (viz N8&/).

Popsany algoritmus lze modifikovat n¥kolika zplsoby, napf. tak, Ze vstup-

n{ i vystupni posloupnost jsou v prirozeném po¥adi, Podrobnosti nalezne Ztendr

napt. v A1/,
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N S N log,N K2/ (N Log,N)
2 4 2 2,0
4 16 8 2,0
8 64 24 2,7
16 256 64 4,0
32 1 024 160 6,4
64 4 096 384 10,7
128 16 384 896 18,3
256 65 536 1 024 32,0
512 262 144 4 6% 56,9
1 024 1 048 576 10 240 202,4
2 o048 4 194 304 22 528 186,2

Tab.4.2

4,5.2 Rychlé Fourierova transformace 8 reduke{ v kmitotu

Rychlé Fourierova transformace s redukcf v kmito¥tu spoXivd v tom, Ze se
posloupnost vzorkd signélu { s (k)}rozdéli na posloupnosti {51(k)} a {Sz(k)}
z nich? prvé je tvorena prvymi N/2 Sleny {s (k) }, druné Sleny zbyvajicimis

s,(k) =s(k) } k=0.,..., N/2-1

s, (k) = s(k +N/2}
Potom je DFT [{ s(k)}zl

N/2 nk N-1 nk
Sin)= Z s(k) Wy +) stk Wy =
K= k=N/2
N/2-1 e N/2-1 [k +N/2)n
=Z s,(K) Wy +X sy(K) Wy _
K=0

0
N/2-1
-1 kn
2 s,(k)+e1“”sztk)]wN . 0<n=<N-1.

(4.62)

Vzorky spektra podle (4, 62) mdZeme rozloZit na sudé a liché, respektuje-

me~1li, Ze
_j(2n+1)1T

Dostaneme

/2-1 ,
s2n=)  [s(k)+ sy (k)] (WY L

Z

2-1
[si(k)+ sz(k)]gw;\j',‘z -

0 £ (k) (4.63)

h
x x
M~ 1E
[en]
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N/2-1 k(2n+ 1)
stzn+1)-z [s4(k) = S3(k) ] Wy, =

K=0
N/2-1
=kZO {[ s¢(K) = 3 (k) ] w,‘fJ }Wlﬁ'fz (4.64)

g(k)
Z uvedeného je patrné, Ze sudé a liché vzorky spektra ziskéme DFT poaloup-

nostt { f(k)}a {g(k)}

f (k) = sq(k) + sp(k) ,
k=012,....N/2-1. (4.65)

glk) = [54(k) - s,(k)] w‘,f,

Problém DFT posloupnosti N vzorkd byl preveden na dvé DFT N/2 vzorki;
vig obr. 4.13, kde je situace pro N = 8, Postup lze pouZit opskovan® - viz obr,
4,14 a 4.15; na obr, 4,15 je graf vysledného algoritmu.

Uvedeny¥ postup je v anglické literatuie oznaZovédn jeako DIF (decimation
.in frequency).

5(0) ——e S(0)
DFT
s(1) -——a S(4)
51 (k) <
sl2) 4vzorkd [ 2
\5(3)V ——e S(6)
)
si) S(1)
DFT
s(5) —e S(5)
S2(K) <
(s(7] e S(7)

Obr. 4,13
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s(0)
s(1)
s(2)
s(3)
s(4)
s(5)
s(6)

s(7)

s(5)

DFT
| 2 vzorkd)

—eSl0)

o S(4)

1 DFT

2vzorkd

—5(2)

e S(6)

~* | DFT

2 vzorkd

—e S(1)

—e S(5)

*— DFT

2 vzorkd

—eS(3)

|—e5S(7)

Obr. 4.24

s(0)
s(1)
s(2) s(2)
s(3) "o S(6)

s(4) si)

S(5)

s(6) S{3)

Obr. 415



4.5.3 PouZitf algoritmm FFT pro vipo¥et inverzni DFT

Inverzni DFT jeme definoveli vzteshem (4.6)

“ N-1 .
s(k)=NlZ S(n) eJN(2T/NIk = 01, ... N1,
n=0
Pravou stranu vyrazu miZeme také vyjédPit pomoci komplexn® sdruZené hodnoty

)

)

1

. %*
s(k)= ( 'rlT s*(n) éJn(ZWN’k) (4.66)

Vyraz v zévorce (4,66) pPedstavuje pfimou DFT poaloupnosti{_“n S*(n) }:-;I)
& tud{Z miZeme pro inverzni DFT také psit =

. ]= 2 ( DFT[{ s*(n)]

{S(k)}::;= DFf‘[{ S(n)}

tj. inverznf DFT mi¥eme vyjddiit jako 1/N-ndsobek komplexn# sdruZenych hodnot
p*{mé DFT provedené na komplexnd sdruZenych obrazech.
Z uvedeného vyplyvéd postup inverzni FFT, K pfevddénym hodnotém nalezneme

hodnoty komplexn¥é sdruZené, na které uplatnime FFT. Zfsekanou posloupnost délime
&len po Zlenu N, prilem¥ vytvé¥ime komplexn& sdrulené hodnoty -~ ty pFedstavuji

prvky posloupnosti, kteréd je inversni DFT,

N-1. *
1) (4.67)

n=0 n=0

5, ZOBECNELL FOURIEROVA TRANSFORMACE

P#i vyjédfeni signdll pomoci Fourierovy Fady nebo Fourierovy transformace
jeme migndly rozklddali do sloZek piedstavovanyeh sinovymi,kosinovymi a exponen-
eidlnimi funkcemi, Tyto funkce tvo¥f ortogondlnf systémy. Krom& uvedenych funkedf
gnéme jedtd Fadu dal3fch, které tvoiffl ortogondlni systémy & které nachdzeji
¥ posledni dobd uplatnéni p¥i zpracovén{ signdli. Zabyvejme se proto ddle obecnym
p*{stupem k rozkladu signélu na ortogonélnf slozky /37, /7/.

5.1 ANALOGIE MEZI VEKTORY A SIGNALY

5.1.1 Yektory

M8 jme dva vektory —\'l: a _\7; . SloZku vektoru T/: ve sméru vektoru V,
nalezneme jako kolmy prim&t na V, (obr. 5.1). Ozna&fme ji i ;.

SloZku vektoru V, ve sméru vektoru V-‘, miZeme urdit také jinym neZ
kolmym promiténim. Na obr. 5.1 jsou uvedeny dal3{ dva pFipady. Pro ka¥dy piipad
miZeme psét

Vil Ve + e, (5.10)
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(5.1b)

(5.1¢)

- —
Yy V4

| \

| \

| \

{ \ v

\ ez

; \

'#'u-; Va ')"4_V2 vz' 1.2-‘72 -\72

Obr. 5,4

V kaZdém pFipads vyjedfujeme V; pomoct Vp & vektoru, ktery mifeme
nazvet chybovym vektorem { VQ., '\79‘1 ,Ve?_) V pfipad® kolmého promftdni Jje chybovy
vektor nejmensi.

Nyni miZ%eme ¥fci, Ze sloZkou vektoru \_I:| ve sm&ru vektoru '\72 Je veli—
gina ¥y '\72 , kde Y, se volfl tak, aby chybovV vektor byl minimé1lnf (v nadem

pripad® ji uréime kolmym prom{tdnim).

Zabyvejme se nyn{ fyzikdlnim smyslem vyJjdd¥eni vektoru Vi - vektorem
T/;_. ¢im je sloZka jednoho vektoru ve sm&ru druhého vektoru v&t3{,.tim je rozdfl
ve sm¥rech vektor? mensf a tim men3f{ je chvbovy vektor. Ve vySe uvedeném pfipadd
tedy Yo uddvd, do jeké miry jsou vektory '\74 a Vz podobné. JestliZe Je
%2 = 0, nemé V; slo¥ku ve sméru V, , vektory jsou ortogondlni (kolmé) a ve
smyslu uvedendho vykladu je povaZujeme za nezévislé.,

Pro urdeni velikosti sloZky jednoho vektoru ve sm&ru druhého vektoru
mi¥eme pou%ft skaldrnf soudinm vektord

— =) -y L
Vi- Vo = | Vyllva| cos ¥,
kde A Je dhel, ktery vektory sviraji. Potom velikost sloiZky 74 ve sméru
-
e Vi v
V31

a protofe jeme Jji oznadili jako ')“12 "7; ,  Je jeji velikost

= _ ViV
AR
Falvel A
a tedy
— — -
%1z=-\z.v§ = Yll,: . (5.2)
V5 | Va - V2

Jsou-1i vektory V; a \_/; ortogondlni, pak
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5.1.2 Signdly

Zpisob vyjédfent jednmoho vektoru druhym miZeme pouZft i pro signély.
Predpoklédejme, Ze méme dva signdly S,(t) a Sp(t) a %e budeme signdl si)
eproximovet signdlem S,(t) na intervalu (tgtp) » td.

s,(t) = 'xfn S2(t) 1+ tg <t < tp. (5.3)

Vzniké otdzke volby VFn tak, aby enroximece byla na intervalu ( ta:itp }
co neilepsf. Jsou rizné kriteria "blizkosti" aproximovaného & asproximujfctho
signdlu. VesmZs se v nich uplatnuje chybovy signdl

Kriterium toto¥nosti signédld (konvergence ve wiech bodech)

Selt) =0 j t eltg tp

se obtf{in¥ splnuje. Cast¥ji se pouXfvd minimslizace st¥ednl chyby (konvergence
_podle stfedu), kdy se hledé '}ﬂ tak, sby byl minimdlnl vyraz

ty
—1_ _[ I548) = Py sa(t ] dit
tb-ta ta

tj. aby byla minimélnf stPedni hodnota chybového esignélu.

Rejlast®ji uZivanym kriteriem je minimalizace stifedni kvaedratické chvby,
tj. tekowd volba Tn , aby byl minimdln{ stfedni vykon chybového signdlu

(viz (2.21)), tj.

ty
P -_-—L-_J sdt)dt=—1
t

ty
s,(t) - T Sy(t) 1P dt, (5.5)
E™ tp-tq tp-tg f [s4 T sit) ]

ta

Hledejme nynf, pro jaké Tﬂ. bude PE minimélni, tj. hledejme, kdy

ipi_ - 0 |
dyy
t3.

2 {—1-— rb[sm- 0]%at) -
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Dostaneme

th
S 9 24y _od
tp-ta La {d't'us{(t) 2dT’1z [51(” Ta Sg(t)]+

d
= [ s}(t)]}dt=0,

t
b t
1 b
~2+—— | s.(t) s,pft) dt + 2 1 2 =
th-tq J 1 2 oo 'XHzL s;(t)dt =0

ta a

a tedy Ta s které minimelizuje stfednf vykon chybového signdlu je

ty
o] St s200 dt
To = Sp——— (5.6)

t
taj Sg(f) dt

Pripomenme nynf, Ze jsme vyjadFoveli vektor TZ pomoct vektoru Vi
e nasdli jeme Va2 podle (5.2) tak, aby chybe byla co nejmensf. Podobn& jsme ,
pro sienély na3li vyrez (5.6), ktery umoZnuje vyjédrit signél S4t) pomoct signd-
lu s, (t) tek, aby stfednf vykon chyby byl co nejmen3f. Na z#klad® mnalogie
mezi (5.2) a (5.6) definujeme integrdly v (5.6) jako skaldrnf soudin signdld
sq4(t) a syt) . 0 signdlech s,(t) a So(t) , pro které

tp
tJ s(t) st) dt =0 ' (5.T)

mluvime jako v signdlech ortogondlnich.

Anslogicky s vektory neobsshuje jeden ze dvou ortogondlnich signéld slo¥-
ky druhého. V pripad¥, ¥e bychom aproximovali signél signdlem k nému ortogonél-
nim, bude chyba aproximace v&t3{ neZ je eproximovany signdl. Proto Jje pak lepsI
aproximovat neortogonélnfm nulovym signélem ¥ S{t) = 0. V tomto pFipad¥ je
tedy optimdlmf volit Xh. = 0,

5.1.3 Soustava ortogondlnich vektord

Predpoklddejme, %e méme n-rozmérny prostor. Jednotkové vektory ve sm&ru

jehb soufadnic Jsou Ga. i?;,u. ,th. SloZky vektoru V ve smérech sou¥adnic
nalezneme
Vg = V W:
-
V2 = VW, (5.8)

—

Vn = Y - Wy
Vzhledem ke kolmosti Jednotkovych vektord platt
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0 kdy?
—w-b .w = y m+n .,
mor { {1 i xyr m=n, (3:9)

Jestli¥e v soufadném systému chybi nZkterd z os, nemdZeme vyjddiit wSech-
ny slofky vektoru. Abychom mohli vyjédFit libovolny vektor, musime mft uplny
systém jednotkovgch wvektord.

Systém wektori W, Wa,---, Wn } budeme nazyvat ortogondlnim systémem
vektord, jestliZe platf

i n
— —_ 0 iom#
Pm i m=n
Jestlife Pn1 = 1, mluvime o normovaném nebo ortonormédlnim systému vektord.

Méme-1i ortogonélfi systém vektord { Vﬁ, ;E,.“ }, ktery Jje tplny,
miZeme libBovolmy vektor V vwyjédFit

v= V1 W, +V2Wz+ e+ vk Wk+'.' hd (5"11)
ABychom zfskali sloZku Vk , musime (5.11) skalérn® nésobit

w,
k. .
V-Wk = Vi W1-Wk + Vy _V-V;-Wk"’ ser Vk Wk‘Wk-Q- e |

cof vzhledem k ortogonalitéd (5.10) ad

V. WK =Vk.Pk

a Zédend sloZks vy Je

— -
vk= V. Wi - v.zk :

5 = k=12, (5.12)
K Wi Wk

vyraz (5.12) je obdobou vyrazu (5.2).

5.1.4 Soustavae ortogonélnich signéli

Vv pfedchézejfefm odstawci jsme ukézeli, Ze libovolny vektor miZeme wyjéd-
$it pomoci jeho vzéjemm?& kolmych sloZek, jestliZe tyto sloZky tvo¥i udplny (orto-
gonélnt) systém. Na z4klad® analogif popsengych v odstaveich 5.1.1 a 5.1.2 mi-
Jeme olekdvet, Je i libovolmy signdl miZeme vyjéd¥it jeko soulet vzéjemn& orto-
gonélnich signdld, jestliZe tvo*f uplny systém.

Predpoklddejme, Ze méme soustavu k  funkef M,(t) |%Jth'~w'hk“h
které jsou vzdjemn& ortogonélni na intervalu(tg, tp } , tj. podle odst. 5.1.2

t 0 ., i#]j
J i) hjrdt = { o (5.13)
ta Ej ji=) -
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V souhlase s odstavei 5.1.2 a §,1.3 budeme sproximovat signél s(t) na intervalu
{tatp) linedrnf kombinaci t¥chto funkef

k
s(t) =~ z ™n na(t). (5.14)
n=1

Koeficienty 'rn budeme hledat tak, aby st¥edni vy¥kon chybového signélu

k
se(t) =st) =) Fnnlt)
n=1 (5.15)

t3.

th K
=1 _ 2
PE= to-ta tJ [ s(t) nZ Fnha(t)]dt (5.16)

byl minimélnf. Vzhledem k ortogonalitZ (5.13) miZeme (5.16) pFepsat

tp K tp K
I sﬁ(t)dt-—ZX *n J s(t) 9 4(t) dt »{y;gn]
n=1

ta n=1 1a

Déle hleddme,pro jakou hodnotu %n 1N= 12,.., k mé Pg minimum, tj. hle-
déme 7, tak, aby

‘bPE =0 ‘ n=1'2,...,k
%N

Derivaci

3 Pe ! 5 [0 () () dt + 29t En | T
= -2 S +
2% tb-ta [ tav[ n ¥n En

poloZime rovnou mule a2 dostaneme

tp

1

Th= £ Js(f)%n(t)dt | (5417)
n fo

kde podle (5.13)

ty

En"'tJ M) dt | | (5.18)

a

(Ponechdme na Xtendii, aby si sdm ow¥ril, Ze jde skutelnZ o minimum.)
MiZeme tedy signdl S(t) eproximovat ma intervalu (tg.tb) Fedou (5.14) vzédjemnd
ortogondlnich funkci. Aby aproximece byla nejlep3l ve smyslu miniméln{ stredné
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kvedratické odchylky, volime koeficienty %'n podle vztahu (5.27).

Hledejme nyn{ velikost stfednf kvedratické odchylky (5.16), jestliZe
koeficienty Tn odpovidajl optimélni hodnot& podle (5.17). Do vyrazu pro PE

p— f 2 ,
E” Tpia, s‘(t) Z yn’nn(t)}n_tb c” s2(t) dt

N

ty
_ 2n; 'rntJ S(t) Un (t) dt +nZ-1 1 En |

dosedime integrédl z (5.17) a dostaneme

tp
e [ P02 dhenf e

t):
Pg = — ”ttzcﬁmdt-i 1 gn] (5:19)
tb_ta t N=1 ’

Podle definice je stfednf kvadratické chyba Pp nezdpornd a tedy podle
(5.19) je vykon P signdlu s(t) w&t3f ne? soudet vykont sproximujifcich signdld

(tegv. Besselova nerovnost), tj.

P2) 4h Py (5.20)
n=1

1
Pr=tp-tq N

Hodnoty 'rn nezdleZ{ me ¥4du k mmoho&lenu. PFiddme-1i k aproximujicimu mnohodle-
nu dald{ sloZky, nem&ni se hodnoty sloZek d¥ive vypoltenych. PFi zvySeni poltu
* slofek se PE zmen8{, aproximace sezpresnuje. Pro K-—» toe, Pe—- 0 =

t
‘[ bsz(t) dt — i ’x%\ En . (5.21)
ta - n=1

Potom nekonednd ¥ada

ft)=) Yn Talt) (5.22)
n=1
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konverguje kX S(t) tak, e stfednf kvedraticks odchylka je rovna nule.

Soustavu ortogondlnich funkci %n(t)}nbudeme nazyvat diplnou, jestliZe
neexistuje takovéd funkce x(t) , pro kterou by platilo

tp
{ J. x( () dt=0 n=1,2,..
a

Uplné soustava ortogonédlnich funkc! se n&kdy nezyvéd béze.

Porovnéme-1i soustavu ortogondélnfch vektort a soustavu ortogondélnich sig-
méld, je zrejmé, Ze si odpovidajl vyrazy (5.10), (5.13) a (5.12), (5.17), (5.18).
Tek, jako lze libovolny vektor vyjddfit soudtem vzdjemnd ortogondlnich vektory,
tvor{-1i dplnou soustavu, lze i libovolny signdl vyjdd¥it soudtem ortogondlnich
signdlt, které tvo¥f iuplnou soustavu.

VyJjéd¥eni signdlu Fadou (5.22) s koeficienty (5.17) nezyvéme zobecn&lou
Fourierovou ¥adou.

5.1.5 Komplexni ortogonédlnf funkce

Dosud jeme pPedpoklsdali, %¥e funkce {’kn(t) jsou redlné. Jestlife jsou
komplexni, jsou ortogonélnf na inmtervalu ( tqg,ip) , kdyZ

tb * tb * H l# k [
i (t) (t) dt = J‘ Ni(t) Ppt) dt = { ' (5423)
tOJ e ta ! Ex j i=k .
Je-11 systém ﬁplny; 1ze signél S(t) rozlozit na (tg tp) do Fady
H) =) o hnlt) |, (5.24)
Na
kde
tb
1 *
Th=%" f s(t) 4 (t) dt (5.25)
"4

5.1.6 YVyjédfeni libovolného signélu zobeen&lou Fourierovou Fadou na

nekonedném intervalu &asu

A% dosud jsme predpoklédali, e signdl S({t) aproximujeme zobecn¥lou
Fourierovou Fadou na intervalu (tqitp) . Vn& tohoto intervalu nemusf Fourierova

¥ada f(1) konvergovat k signdlu s(t)

Bude-1i signél S(t) periodicky s periodou To , miZeme provést jeho

rozklad na intervalu (tqltg-+To) pomoci béze ortogondlni na tomto intervalu.

Jesou-1i signdly bdze {’Qn } periodické s periodou To/n | n =1, 2, ..., Je
zFejmé, Ze jsme periodicky signil nshradili Fourierovou fadou nejen na interva-
lu (tql ta +To), ale na celé Zasové ose t € ( -eo |+-°'),
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P*ipad prechodu ne trensformaci neperiodického signdlu jsme uvedli
v kepitole 3.1.

5.2 SYSTEMY ORTOGONALNICE Funkcf PouZfvANE PRO ROZKLAD SIGNALB

5.2.1 Systém funket { cos nt,sin nt}

Systém funkel

{cos nt, sin nt.}. = { 1,cos t,sint,cos 2t.sin21,...}
n=0

je systém ortogonélni ne intervalu <-%,+ T > (viz vztahy (2.17)). Je Upln¥ a
periodicky. Nehradfme-1i t soulinem Wt= (2%/To ). t , dosteneme systém ortogo-~

nélni na intervalu <+rd/2; TO/Z) (obr. 5.2).

cos nt
sin nt

\"";&W 0/ —
M KX

Obr. 5.2
Pro n = O dostaneme Z (5.18)
To
7
E°= .[ dt =To
i (]
2
az (5.17)
To
1 7
To
J®
2
Energie kosinovyceh sloZek bdze Je
+? +%
T
Ce_= cos?n wot dt =1 dt ==
n 2 2
A T
z 27



a tudf%

-+

¥
t, =4 | st)cosnwt dt, (5.27)
=3

Pro sinové slofky je energie
To

-
sEn= 1",sin“‘nm‘,t =I§- -
-7
8 koeficienty
3
Sy -2 s(t) sin nwet dt (5.28)
n To - ° .
2

Porovnéme-1i vzteshy (5.26) - (5.28) s (2.192) - (2.19¢) je zPejmé, Ze zobecndld
Fourierova Feda pPechédz{ v Fadu trigonometrickou, kde

. c s
=% i 9 =%, ibn="Tn-

i

5.2.2 Systém funkef { ejnfg}

+ oo
jnt
"}
N=-o°

je systém ortogonélni na intervelu <T+T) , nebot podle (5.23)

+ﬂ . . +w g .
J‘(ejlt)-(ejkt)*dt - I e](l—kH at=T -
T

Systém funkef

< f

Pro i=k Je I=27 Pro 1 # Kk je

Tl JlT_Ziti-lam

=0.
Jli-k)

Potom

En=2'.“

a koeficienty Qﬂq podle (5.25)

+¥
n = oF f st) 67t at .
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Nehrsdime-1i t novou prom&éanou wet , dostaneme

?
= -jnwoet 2%

o To
-f )
=1 I sty ¢ Jnwet gy

a zobecnEléd Fourierova Fada pFejde v komplexni Fourierovu #*adu podle (2.26)
s ¥h=cnh.
Systém { elnt } je tplny a periodicky.

5.2.3 Systém funkcf jcos nt {

Systénm {COS nt} je ortogondélni \plny systém na intervalu < O, T ) -
' viz obr. 5.3. Nechdme Etend»i
na ovéreni, Ze systém neni orto-
gondélnl k systému {sin nx}

cos nt Neni rovné&Z systémem periodickym.
PouZije se bud k rozvoji neperio-

_ dické funkce tak, Ze se provede

0+ JeJ1 sudé prodlouZeni, nebo se

t ’ pou?ije k rozvoji sudé periodie-
ké funkce. Mluvime pak o kosinové
Fourierové *ed&. Cesto mahradime

t za Wt = -z%t a
ziskéme bdzi na intervalu

< 0:To/2). Snadno se odvoat
pF¥isludné koeficienty

Obr. 5.3

To= % J sit) dt,

Th= T [ s(t) cosnw,t dt ,

*ady

f(t) =Z Y COS N Wot ,
n=0
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5.2.4 Systém funkedl {sin nt }

Systém { sin nt } je Uplny ortogondlnf neperiodicky systém na intervelu
<0,T) (viz obr. 5.4,
Pouzije se k rozvoji neperiodické-
) ho signdlu tek, %e se provede je-
sin nt n=1 ho liché*prodlouieni. Lze ho pou-
] $1t k rozvoji lichého pericdické-
ho signdlu. Mluvime pek o sinové
Fourierov: radé. Cmsto transformu-
jeme interval ortoconslity na

< 0,To/2) = pak nahradime

t za (et =(27/To ) t.

Koeficienty Fady

£ty =) on sin n wo
n=1

Obr. 5.4

Jjsou

=L
rx‘n—To

P
‘[ sit) sin nwet dt
[}

5.2.5 Systém obdélnikovich vzéjemnd se nepiekryvajicich impulad

{rect(t—‘t(n—x‘) }N
T n_1
B&ze neni uplné (obr. 5.5).
Pro N impulsd Je
tb—tq
T = N .

Doplnime-1i dal¥{ funkci %'N+1(t) , bude op&t ortogonélini.

ProtoZe
nT
En = dt = T,
(n-1T
dostaneme ] nT
Tn=7l.— J s(t) dt .
(n-Nt

ti. hodnoty koeficient® zobecn&lé Fourierovy Fady jsou rovny stPedni hodnoté

signdlu v prisludném n-tém intervalu (obr. 5.6),
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'ut)
1
0 T t
2,(t)
1<
0 T t
) o
1-4\.
. (n-1)T nT t
1| .
1..
(N-NT NT
Obr. 5.5
sit)
£(t) "
js(t)dt
flt)
() LA {n-1)T
st L7
4
N
T //
0 7%
ta (n-11T nT tp ¢

Obr. 5.6

5.2,6 Systém funkei {Sa(t-nw )},

V kapitole 2.3.8 jsme se zabyvall tzv. vzorkoveci funkef

1 s t =0,
Sa(t) =
sin t $ t #£ 0.
t
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Systém {So (t-nT )} n posunutych vzorkovacich funkei mé nésledujict
vlasstnosti (obr. 5.7):

1) v bodech t=nT [ n=0,21, #2, ... Je
Nn(nT) = Sal0) =1
2) vbodech t=k¥. k#n; k celé, Jje

e (kF) = Salk-n)T) =0,
3) systém je ortogondlni.

Salt-nT)

. s
0 w\/zsr 37 57 NS

Obr. 5.7

Viimndme si ortogonality systému, Systém Je ortogonédlni na intervalu
(-o00y +o= ), o %emf se miZeme presvidZiti: ‘

a)
= “sin(t-nm) _sin(t-mT) I T
I%n(t)"'-m“)dt - J’j‘“t‘fn'}r emr T [ t-nT=x]-
~sinx . sinlx -T(m-m1 4 _ “sinx  sin(x=kM 4 _T
_L. x x-T{m-n) X x-kT '
sin{x-kT) = sin x cos k¥ - sin kT cos x =(—1)ksin X,
& o0 400
1K sin? x d =(-1)k J' sin?x_ _ sin?x dx =
L=t J“ x(x-kT) Y _,,[ x- KT X ] ax
+ o0 _
_ (-11K J [sin’(x—kﬁf) _ sin?x ]dx =0
TOkT . x-kT X
' yoo +o° n +ee :
bl = "t)dt=Ji’ﬂL‘.’l-dt= Sin®x dyx = T,
En :L"ln( oo (t-nT)? o X2
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Systém je ortogondlni. Casto viak pouZivéme vzorkovac{ funkce posunuté
obecnd ¢ At . Tskovfto systém md tvar

sinJF(t-nat)
{%nu)}n:{ e e (5.29)

kde F = 217 « U tohoto systémm

Koeficienty zobecn¥lé Fourierovy Fady

S0
HOEDIEE AW (5.30)

N=-oe

budou

+ O -+ S0

1 1
n E"'; J;.S(t)’\,n(t) dt = ea ‘[-S(t)q[,n(” dt .

Podle (3.22) pro ni dostaneme

1 1 (T "
'fn-'ﬂ—-z-.f J‘."S(U) En(w) dw (5.31)

wde S{w) = F[sit) ]

Eq(w)= F[nn ()],
Podle ebr. 3.7 zjistime, %e spektrum funkce %,(t) = Sal(¥Ft)
je rovnsmdrné v rozsahu kmitoZtd |wl<TF | 3,

0 i lwt = TF

EQ(U)= {
-at lwl < TF ,

viz obr. (5.8),
Ostatni funkce systému (5.29)

Eo“") se od "Lo(t) 1i%{ jen Zasovym
at posunem a tedy spektra se 1i3{
Sinitelem e—J(nM ) w
tJ.
0 ' jwl = TF,
En (@ )={ _
-¥F 0 9F W AtéJ(nM)“‘;IUI < IF.
Obr. 5.8
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Potom (5,31) pPejde na

+9F T

_1 A jinat)w 1 d j(natiw
vy | L’FS(U) ate dw = 5 L":S(U) e dw ,

N

(5.32)

Podle (5.32) je n-t§ koeficient zobecn¥lé Fourierovy Fady pro Mp (t)
béze (5.29) roven hodnot¥ signdlu v okamiiku, kdy 7Mn(t) mé maximum, tj.

Th=slnat) |, (5.33)

viz obr. 5.9. To znamend, ¥e aproximujeme soultem signdldl "Ln(ﬂ podle (5.29)
tak, %e kazdy signél f (t)
je véZen velikosti vzorku

Sal¥F(t-at) signélu odebraného v Zase

SalFF( t-5at) nat.

Je v3ak t¥eba splnit
podminku, kteréd plyne z
(5.32). Aby podle (5.,32)
bylo ¥nh=s(nat), musf byt
spektrum S (W)  signdlu
s(t) soust¥edéno v pdsmu
daném mezemi integrédlu.

V ope&ném pi¥ipad¥ bude apro-
ximace S(t) bdzf (5.29)

s{5at)

Obr., 5.9
nep¥esné, Tzn., Ze (obr. 5.10)
musi bt
TF > Wpax
tJo F > 2 fmax . (5034)
Pripomenme, Ze F Jje kmitoZet
S{wl odebiréni vzorkdy F = 1/at.
Ziskany vysledek je pPed—
métem vzorkovaci v&iy Shannon -
Koté&lnikovovy:
Signdl, jeho%Z spektrum je sou=-
stifedéno pouze v pdsmu kmitodtd
- Wmax 0 Wmax [A] < 01 fmax ) {obr. 5.10),
- fmax f max f lze aproximovat Fadou (5.30)
funkef (5.29). Koeficienty Pady
Obr., 5.10 jsou vzorky signdlu rovnom&rné

odebirané s kmitodtem vzorkovsni,
ktery je v&t¥f ne% dvojndsobek maximdlnfho kmito&tu obsaZeného v signalu
(viz (5.34)). |
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5.2,7 Syatém Badepacherovioh funkef

Rademacherovy funkce (obr. 5.11) se definuji vztahem

rp (t) = sign [sin (2" 7t ] i n=12,3,
te -3 150,
(5.35)

Defini¥ni obor se dslf na 2"
r1(t) stejnfch podintervall, v nich¥
funkce nabyvajf hodnot #1.

‘ Rademacherovy funkce
jsou ortogondlni., Jejich sys-

N — -
——

1 0 tém vSak nenf \¥plny - jsou
"2 liché.
L -1 PouZivajf se ke genero-
rolt) vén{ Walshovych funkcf, které
1 uvedeme ddle.
ﬁ ﬁ
|
L 1
- H 0 I 17 t '
] ! 2! .
| | ! 5.2.8 Walshovy funkce

Walshovy funkce tvold
ry(t) $plng ortonormélni systém

{waln(t)}n : na
intervelu <-u 1 ) . Existu-
je n&kolik zp%-sobﬁ jejich vy~
tvéteni. Zde popiSeme zplisob
vyu¥ivejici Rademacherovych
funke{ (tab. 5.1).

Funkce o¥islujeme cely-
mi 31fsly O, 1, 2, ... Postup-
nym zdvojnésobovénim poftu nul
od nejni%3fiho ¥ddu dostaneme
bindrnt kombinace Pha . Ty uddvajsl i‘édy Rademacherovych funkef, jejichZ soulin
4é Walshovu funkei ¥4du n. Nap¥. n = 6 odpovidéd % = 101, tj. pouZijeme
Rademacherovu funkeci fy{t) a nit) . Pribsh prvych osmi Walshovych funkel
Jje na obr, 5.12.

N
L ]
-

SN N p——

L.—__*}___ﬁ

e s s
o

STV p—

.

Obr. 5,11

 Walshovy funkce majf tyto ddleZité vlastnosti:
1) Nabjvajf hodnot +1, Pro libovolné n je walj(t) =1.

2) ‘Tvof{i vplny ortonormélni systém na intervalu <-—12—112— )

J

J4
¥)

N"

0 i i # jl
wal; (t) walj(t)d{-{
1 i iP=j. ] (5.36)

N
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3)
4)

5)

a th wal (t)

0 00000 waly (t) =1

ul ooo001 wal, (t) = r, (t)

2 00011 wal, (t) = 1 (t).r,y(t)

3 00010 wal3 (t) = ry(t)

4 oo110 wal, (t) = rz(t).r3(t)

5 oo0111 walg (t) = rl(t).rz(t).r3(t)

7 00100 waly (t) = r3(t)

8 01100 walg (t) = r3(t).r4(t)

9 012101 '&19 (t) = I‘i(t)ar3(t)tr4(t)
10 o1111 walm(t) = ri(t).rz(t).r3(t).r4(t)
12 01010 walu(t) = r2(t).r4(t)

13 c1011 waly 3(t) = 1y () erp(t)ory (L)

14 01001 val,l4(t) = ra_(t).r4(t)
15 01000 wal,ls(t) = r4(t)
16 17172000 walls(t) = r4(t).r5(t)
17 110012 wal,”(t.) = r,l(t).r,'(t).rs(t) atd.

Tab., 5.1

Systém je periodicky s periodou 1.
Walshovy funkce walp (t) s fddem n = Zk-'.L, k=0,1, 2, ... a811
pravideln® interval <- % ’ %) na 2 af1s.

Systém Walshovgch funkecf je multiplikativnif, tj. soudin dvou Walshovych
funkei je op¥t Walshova funkce, Plati

waljt) - waljit) = walylt), (5437)

kde
k =10j.

Operace () je souZet binérnich ekvivalentd indext i a j modulo 2, tj.

K@= iy + jd (mod 2], (5.38)

i(?) +j(2)(m0d.2 = 10 + 110(mod 2) =100 = k(z)
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walglt)
1
1 0 1t
2 wal,(t) 2
, 1
' 1
1! 0 10t
- L. —'L-
3 - 2
R 3
: 1 . 1 :
———-——A ‘ —1-1-0 L———-—-—— t
wal,y (t)
— -
] | |
] i
.}-_' , - 0 ' ';_t
-
1 1o | R
_%. — 1 —— %
walg ()
N ) 1 ! —
: = | : | ]
. (I Lo il
1 2
-1 ] - 1 Wﬂvlg(t)l ] 1
Z T 2
L o ! I 1 U
A I—-‘ _1.1.. L—J L——
wal, (t)
— m@'/
4 } 1 i 1 i ! 1
L W Oy B
9 ™ r i - i
—H—
'% i J L -11__01 J L ) % t
Obr. 5.12

- 710 -

k=4
a tedy

wal,y(t) -walg (t) =wal,lt)

6) Vzhledem k ortonorme-
1ité a mmltiplikativ-
nosti je st¥edni hod-
nota viech walp(t),
n # 0, nulové:

[
*+y

j WOlk(t) dt =
%

1
I‘ wal;(t) walj(t)dt=0
"1

k=i®j i

% jo
Pro koeficienty rozvoje do
zobecndlé Fourierovy ¥Fady

plati pro p¥fipad Walsho-
v¥ch funkedl

i
7
'X‘n = J“S(t) waln(t) dt .

Pokud budeme s{{) aproxi-
movat na intervalu

<- %, ’.21) kone¥nym souftem
N-1
f)=) Fnwalp (1),

n=0

(5.40)
kde zvolime

N=2P p=01,2,..



bude podle vlastnosti 4 d&lit poslednf z poufitych funkci interval < = %, %)
na N pravidelnfch 4fld. Potom pro P, , n =0, 1, ... 2P miZeme psét

FEt -4.3.
7
th= L waln(-7+0)s(t)dt+ [ walp (-%-+&+0)s(t)dt+.._
T

t IP S
zl-
+

4
1
+ J’ waln(—12-+'-“N;1+o)s(t)dt.
-4

-~
r 4

+

o}

ProtoZe hodnoty Walshovych funkef jsou +1, miZfeme psdt

N-1
™ =k[. walp (- & +kd+0 ) s, (5.41)
kde Sy je integrdl eigndlu na intervalu <= % + f y = % + -k-ﬁ-l )
\ e
2 N
J s(t) dt , (5.42)

z]r

A
T
Vyraz (5.41) mi¥eme pak napsat maticovd

[¥1=0wllsl| | (5.43)

kde [’)"] je sloupcové matice koeficientd T’
[r]T=['3"o|7'4|---,T'N_1] ' N‘2p1P=O|1‘2|--~|

[s] je sloupcové matice hodnot integrdlt (5.42)

[s1 = [SoiStveet Syq] o

EN] Jje %tvercové matice fédu N,

.wolo(-%—+ 0)|wal°(—32-f§q-.o),..., W‘o(';—+[\l—N’—1+0) .
wal (-1 +0))W0l1 ('1“"'1—*0)(“'| WG[1('J—+N -1 +0)
twl- v e N 2 N . (5.44)

| waly -+ 0 waly e f-v0) way L= 0)
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) -4
Nésobime-1i (5.43) zleva inverenf maticf [W] , doetaneme vektor hodnot (5.42).
Protofe stiedni hodnota signélu na intervalu <-=- h%l' i -%—-..Kﬁ-l )

Je

Ak
. fZ°N
§-k =_J__ J]— . S(t) dt =N5k, (5.45)
N -2 ‘.W
niZeme psédt
- =1
[5]=NT[s]=nN[wl[p], (5.46)
kde [5] je sloupcovy vektor st¥ednich hodnot (5,45),
N - = -
[S] = [SOIS1|"'| SN-1].

ProtoZe se dé dokézat, Ze

-1 1 T
W] = Wl
dostaneme pro sloupcovy vektor stifednich hodnot

(] -wiyl |. (5.47)

vztehy (5.43) a (5.47) se n¥kdy nazyvajf pi{mou a inversn{ Walshovoy
- irepsformacd,

Lze nalézt rychlé algoritmy Walshovy transformace vyuZivajici podobné
postupy jako FFT, PotXebné operace jsou pak jenseXiténi a odediténi a transfor-
maci lze reslizovat pomdrnd jednoduchymi elektronickymi obvody. P¥enosem trans-
formovaného signdlu miZeme dosdhnout snifenf nédrokd na kapacitusddlovaciho kané-

1n AQ].
Jako priklad uvedme aproximaci sinusového signdlu

, . s{t) =sin 29
prvymi Etyfmi Walshovymi funkcemi. V tomto p¥fpad& je N = 4, Matice (5.,44) m4
(viz obr. 5.12) tver

111 11
141 1 1
[w] = 1 114
1-1 14
Ddle vypoZitéme
&
: . 1
= 2 R
So J_’]_Sln Tt dt T
-2
q 1 1
a podobnd 8, = - e=— 8, B == 8, = === , Potom
P 1 2n ' 2 ax "3 ox
1724 1 4 -1 0
]3,] . A |12 (|, A |4 .
27 (=1 1 1 -1 1 2w 0
1«1 1 «1 1 0



Z vysledku je zPejmé, Ze
sinusovku aproximujeme prvou

sit) Walshovou funkef, kterd je véZe-
f(t)-iE 1Hwoln(tl na st¥edni hodnotou sinusovky
.l N=0 (obr. 5.13).,
7N
!
- |
2 0 7 i 5.2.9 Dal3{ ortosondlni
| 2 2 systémy,
L —ff ] . £ Ortonormalizace
T
s(t) T Je zndma Ffada dal3fich
ortogondlnich systémi, Jsou to

napf, polynomy Jacobiho, Legend-
rovy, Laguerrovy, Hermitovy a
febySevovy. Popis jejich vlast-
Obr. 5.13 nost{ nalezne &tendi# nap¥, v
57. Pro transformace signéli

maji krom®# Walshovych funkeil vyznam je3t& funkce Haarovy,

Uvedme JeBt&, Ze ortogondlnf systémy lze ziskat ze systému linedrn& ne-
zévislych funkef {ﬁ\(t)} na intervalu <tq:itp) Schmidtovim ortogonelizadnim
postupem A2/,

Nejprve poloZime

Qat) = fe(t),

Funkei hz(T) budeme hledat ve tvaru
"Lz(t) = fo(t) + kq"h(” 1

kde k; ur¥fme tak, aby ’12 byla ortogondlni ke %q(t) y tde:

b ty
tuj fatt)ym,(t) dt + k1t j- "L,'(t)'h(t) dt=0.
a
Dal3{ funkei ",(t) hledéme jako
Ualt) = f3(1) + 2%, (1) + ¢4, (1),
pFilem¥ op&t C4 =& C, wuriime tak, aby byly splnény poZadavky ortogonality,
tjo ’

143
tf LW A dt =0  i=12.
a

Zi{skdéme tak dvojiei rovnie pro ¢1 a Cjp

tp t te
tf B (1) Lylt) dtacy | Ty L) dt+cy J 7,7, dt =0,
a

ta ta
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tb tb tb
taf f3 (1) U5(t) dt + ¢, J 1,(t) 7, (t) dt +c, f 2,0t dt=0.

a to

Opakovénim tohoto postupu dostévéme sysiém ortogondlnich funkef, které miZeme
ortonormalizovat,

5.2.10 Yztish mezi zobecn¥lou a komplexni Fourieroyou Fadou

Signél s(t) miZeme vyjédFit pomoc{ béze {"Ln(t)} jako

stt) =) PnMn(®) .
n=0

Rozvineme-1li signdl do komplexni Fourierovy Fady

s(t) =Z Ck oIkt )

K= oo

dostaneme pro koeficienty Ci

. [ ol .
ck-%f sit) & /K@t gy =3—J Y Fnnlt) &lketgr o
n=0

o
1 T
o - jK Wt s {n)
=1 Tn%f 1) Nt =) o g
n=0 T n=0
[+

td = n) t
ck{ Th d(k .
n=0

(5.48)

Koeficient komplexni Fourierovy Fady dostaneme z koeficientu T’n
zobecn&lé Fady a koeficientu d‘ﬂ’ . Koeficient d“&) Je koeficient k-té sloZky
komplexn{ Fourierovy Pady, do ni? jeme rozvinuli n-tou funkci obecné béze Yln(i).
Nez4vis{ na esigndlu s{t) . Posloupnost {d(a) }k predstavuje spektrum funkce

%n{t) , které miZ%e byt slo¥ité. Z toho plyne ujite¥nost zobecn¥lé Fourierovy
fady. Aproximace signdlu S(t) kone&nym soultem

k
Y thLa )
n=0

Zasto vyZaduje mén® Xlend (pFfip. je pFesnéjsfi) ne? aproximace konelnym souZtem
komplexn{ Fourierovy #ady.

- 214 -



6. NEHODNE sSIGNLLY

U uZite¥nfch 8igndld nesoucfch informaei ¥asto nemiZeme ur¥it, jak€ hodno-
ty v daném okemZfiku budou nabyvat, proto¥e nezndme predem zprédvu, kterou prendie-
ji. Podobnd u eignéld rudivych ném nenf zném matematicky v¥raz popisujfci zdvis-
lost jejich hodnot na Zase, MiZeme v3ak urdit primZrné hodnoty, jichZ tyto signéd-
1y nebyvajf, pfip. relativnf Zetnosti, s nimi¥ se vyskytujf v urditém intervalu
hodnot. Signdly, u nich% neznéme vyraz popisujfci zdvislost hodnot na Zase, ale
miZeme urlit statistické paremetry (napt., pravd&podobnost, Ze hodnota bude v ur-
gitém intervalu), nazyvéme néhodné.

V tdvodnich dvou odstaveich této kapitoly pripomeneme (bez nérokd na pres~-
nost) zékladn{ pravidla po&tu pravd&podobnosti, 8 nimi% se Xtend® podrobnd seznd-
mil p#i studiu skripta /éQ/.

6.1 NAHODNE JEVY A JEJICH PRAVDEPODOBNOSTI

Idealizoveny vysledek pokusu nazyvéme @y, NerozloZitelné vysledky pokusu
nazyvéme glementdrnf Jjevy, Mno¥inu (). v3ech elementdrnich Jjevl, které se mohou
pFi uskuteZn&ni dsného pokusu vyskytnout, nszfvdme jevovy prostor. PodmnoZindm

Jevového prostoru odpovideil jewy slafené. Urdity 8loZeny jev nastane tehdy a jen
tehdy, nastane~li néktery z elementérnich Jjevld, které mu odpovidaji,

Jako p¥fklad uvedme hracf kostku. Pokus spo¥ivé v tom, %e sledujeme ¥isla,
kterd na ni padnou, Jeho ideslizace spoldivd v tom, Ze nepifipoultime, aby kostka
padla na hranu a nebyl zném vysledek., Jevovy prostor mé 6 elementédrnich Jjevi,

Jev spolivaejicf v tom, %e padne sudé gislo, je jevem sloZenym, ktery nastane tehdy
a jen tehdy, nastane~li jeden ze ti#{ elementérnfch jevd (padne 2, padne 4, padne
6). Jevu spo¥ivajfefmu v tom, %e na kostce padne nula, neodpovidd Z4dny elementér-
ni jev, je Jjevem nemoinym, Jevu spo¥ivajfefmu v tom, Ze na kostce padne liché
nebo sudé Z{islo odpovidaj{ vdechny jevy jevového prostoru a je Jevem jistym.

Pravdé&podobnosti P(E[) elementdrnich jewd jsouﬁiazéporné ¢isla prifazend
elementérnim jevim E; , i =1, 2, ,.. tek, %e jejich souZet na celém Jjevovém

prostoru je roven Jjedné
Y P(E)=1

EjeQ

Pravd&podobnost nemofného jevu V je nulovd P (V) = 0, pravddpodobnost
jistého jevu U je rowvna jeané P(U)= 1.

SloZeny jev je tvoren n¥kolika jevy elementérnimi a jeho pravd&podobnost
Jje rovna sou&tu pravdépodobnosti p¥isluingeh elementérnich Jjevi,

Mg jme dva jevy A a B, Jevu C spofivajfcimu v tom, Ze nastane Jjev A ngbo
Jev B (nebo oba dva jevy), odpovidd mno¥ina elementérnich Jjevd dand sjednecenim
mnoZin elementdrnich jevd odpovidajfcfeh jevim A a B, Jev C pak nazyvéme sjedno-
cenim jevi A a B a pfSeme C = AUB,

Jevu D spofvajfeimu v tom, %e nastane jev A i jev B odpovidajf ele-

mentdrni jevy spoledné jevu A i jevu B . Odpovidé mu tedy mnoZina elementér-
nich jevd dané prinikem mnoZin odpovidajifcich jevim A a B . Jev D nazfvime

prinikem jevd Aa B a pffeme D = AN B
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Predpoklédejme, %e vime, Ze nastal jev H . Ptejme se, jokd je, za této
podminky, pravdSpodobnost uskuteinini{ jevu A ., Tim, ¥e nastal jev H, vyluduje~
me z pivodniho. jevového prostoru elementérni jevy neodpovidajict M a vytvd¥ime
novy jevovy prostor odpovidajici jevu H . Sou¥et pravd&podobnosti elementér-
nich jevt odpovidajfcich jevu H , tj. elementérnich jevid tvoriciech novy jevovy
prostor, musi byt opdt roven jedné. Jejich hodnoty ziekéme z pivodnfch, d&lime-
1i je pravdSpodobnost! jevu H . Potom pravdspodobnost P(AIH) jevy A zg
podpinky, Ze nagtsl Jjev H, dostaneme jako souZet pravddpodobnosti elementér-
nfch jevd odpovidajfecich jevu A i H prepoditanfeh na novy jevovy prostor
odpovidajict jevu H , tJ.

| _ PAnH |
PIAIH) = —5m) (6.1)

Jako prfklaed uvedme op&t hracf kostku. Z¥ejm® je stejn¥ pravdépodobné,
které &islo padne, tudi% pravd&podobnost vyskytu libovolného gisla je 1/6. Vi=
me-1i,%e padlo sudé &islo (jev H ), zm3nf se jevovy prostor: mohla padnout jen
Eisla 2, 4, 6. Jejich pravddpodobnosti musime pFepofitat tak, aby soulet byl
roven jedné, tj. ka¥dou z nich a&lit P(2)+ P(4)+ P(6) = % = P(H).

Sledujme jev A spo¥ivajici v tom, %e ¥fslo je d&litelné t¥emi, Z¥e jmé P(A)=—26-
Vime-1i v3ak, e nastaj~jgv H , budeme poXftat podle (6.1) P(AIH) =(Y/6)/(3/6)=

Y.
Vztah (6.1) uddvé hodnotu podminéné pravddpodobnosti jevu A ., MiZeme

z n8j urdit pravddpodobnost prinilky jeva A a2 B
P(ANB) = P(B).P(A|B)= P(A).P(B|A) |. (6.2)

JestliZe jev Q neovliviuje jev A , ‘tj. Jevy A a B Jjsou nezdvislé, musi
byt

P(A|B) = P(A).
Proto pravddpodobnost priniku nezdvislych jevd (viz 6.2)

P(ANB) = P(A). P(B) . (6.3).

#{kéme, e dva jevy A & B __ Jjsou nezdvielé tehdy e jen tehdy, je-1i spiln&n
Yztah (6.3).
Pravd&podobnost sjednoceni jevd A a B je déna souftem pravdEpodobnostf

odpovidajicich elementérnich jevi. Kdybychom psali P (A UB) = P(A)+ P(B),
byly by dvakrét zapofteny pravddpodobnosti elementérnich jevl spolednych jevim
Ai B; musfme proto odeist pravd&podobnost primniku jevi A a B , tj.

P(AUB) = PlA) + P(B) -P(ANB) (6.4)
Pokud se jevy A a B yzdjemn® vyluluif, tj. AN B=¢,

dostaneme

.

P(AUB) = P(A) + P(B).

Jevu A opadném k jevu A odpovidaji vSechny elementdérni jevy jevového
prostoru krom& t&ch, které odpov{idajf jevu A . Potom také pravd¥podobnost jevu
A opa&ného k jevu A.

P(R)=1-P(A) |. (6.5)
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VySe uvedené vztahy pro vypodet pravd&podobnosti sjednoceni a priniku
dvou jevd lze roz¥f¥it na obecny polet jevi, Vztahy zde uvedené odpovidaji tzv.
axiometické nebo Kolmogorovovd definici pravd&podobnosti, s niZ se ¥tend¥ podrob-
n& a presn® seznémil ve ekriptu /2¢/.

Je=1li jevovy prostor fl tvorfen N elementérnimi jevy, které jsou stej-
n& pravd¥podobné, tj.

P(E,) = P(E,) = -% |

nalezneme pravd&podobnost jevu A tek, Ze sefteme pravdéﬁodobnosti viech ele-
mentérnich jevd, které odpovidaji jevu A . PPedpoklédejme, Ze podminky Jjevu A
aplnuje Ny elementérnich jevd. Potom pravd&podobnost Jjevu

- PA) =) PE) =3+ (6.6)
Eie A .

vztah (6.6) se %asto pouiivé pPi praktickém vypo¥tu pravd¥podobnosti
néhodnych jevi.Byvé nazyvén klasickou definici prevd&podobnosti (a¥ poZadavky
na definiei nesplnuje) a vyslovovén takto: Pravd&podobnost jevu A je rovna po-
mé&ru podtu jevl piiznivych 56;3 A k celkovému podtu mo¥nych stejné& pravdépodob-
nych jevi, .
U axiomatické definice pravd¥podobnosti se piedpoklddaji vSechny moZné
jevy, které se mohou p¥i pokusu vyskytnout a na zdkladd predpokladd se jim pii-
¥azuji pravd&podobnosti - “"Sance" - Ze se tek stane. Neni treba pokus uskutel-
nit,

Predpokldde jme nyni, %e jsme N-krdt uskutednili pokus, prilemZ se v Nj
pripadech vyeskytl jev A . Pomér '

(N) _ Ma

‘A TN
nazyvéme relativnf{ Zetnosti jevu A , S rostoucfm N bude relativni Zetnost kon-

vergovat k %{slu
(N)

ry = lim ra .

a=lm A
Jsou-1i podmfnky pokusu stejné jeko podminky, za nich%Z jsme stenovili jeho prav-
d&podobnost P (A) (podle axiomatické definice), je pravd&podobnost, Ze se rela-
tivnf Zetnost ra bude 1i¥it od pravddpodobnosti P (A), nulové £20/7.

7 této skute¥nosti vychdz{ tzv, statistickd definice pravd&podobnosti,
kterd definuje pravdépodobnost jevu A jako &Islo, k némuZ konverguje relativni
etnost jevu A .

Jevim Hy, HyyeeepH, z nich vidy prév& jeden nastane (tj. Hif\Hj=0, i#j,
P('i Hi) =1 ) Fikéme Uplnd soustava jevi. PFedpoklddejme, %e zndme pravd&podob -
nost P(AlHi) uskuteén&ni jevu A za podminky, ¥e nastal jev Hy, 1=1,2, 000400

ProtoZe

%)(A NHj) A
a HinHj=¢ | i1#]

je pravd&podobnost uskute¥ndni jevu A bez ohledu na to, ktery z jevi Hj se
vyskytl (viz (6.,1))
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n
P(A)=_Z1P(Hi) PAIHD |
I=

(6.7)

Vztah (6.7) se nazjvd vzorec uplné pravd&podobnosti a mi%eme ho interpre-
tovat nédsledujfeim zpisobem, Uskutednujeme pokus, p¥i némZ se s pravdépodobnosti
P (Hj) mohou vyskytovat rizné podminky Hj , i =1, 2, ..., n. Sledujeme

vysledek A pokusu 8 vime, %e za podminek Hi nastane s pravd&podobnosti
P(A|H;) . Nevime vak, které podminky pfi pokusu nastaly. Vztah (6.7) urduje
pravdépodobnost, s ni? se vysledek A-vyskytl,

V radiotechnice se Zasto vyskytuje pon¥kud pozm¥n&nd situace. Na zdkladd
vysledku A pokusu potFebujeme urdit, jaké podminky H| platily v prib&hu pokusu.
fasto postupujeme tak, Ze ur¥ujeme pravd¥poflcbnosti P (HilA) podmfnek Hj ,
vime-1li, %fe nastal WVysledek A . Tvrdime, %¥e nastaly ty podminky Hj, pro které
je pravd&podobnost P(HIIA) nejv&t%{. Podle definice podminZné pravd&podobnosti

a podle (6.7)

P(ANH) PH{)-P(A]H;)
P (Hj = =
HilA) = <p () T P(H) P(AIH))
i=1

Vztah : :
P(Hi|A) = nP(Hn)-P(AIHl) |
X P(Hj) P(A] Hj) (6.8)

se nagyvd Bayesiv vzorec. Povéﬁtx:méme si, Ye v n&m dvakrét vystupujf pravdépodob-
nosti jevu (v na¥f interpretaci podmfnek) Hj . Predevdim je to P(Hj) - pravdé-
podobnost nezdvislé ne uskuteindni pokusu, znémé pfed pokusem - tj. pravdépodob~-
nosgt spriornf. Déle je to P(HjlA), kterou mi¥eme urZit a% po uskute¥n&ni pokusu

- tj. pravddpodobnost gpoateriorni.
PouZitf vzoree Uplné pravddpodobnosti a Bayesova vzorce miZeme demonstro-
vat na ndsledujicim p¥fkladu /21/.
M%jme sd&lovaci systém, sklddajfcf se ze zdroje, ktery produkuje zprivy
“ano" a "ne" v podobd signdld "1* a "O" a ddle ze sd¥lovaciho kanélu s poruchami,
které mohoun zkreslit signfl ™1" na "O"™ a "O" na "1" a kone¥n& z pPijimale, Ptéme
se, jaké je pravd&podobnost, ¥e se p¥fjemce nedopusti chyby, prohldsi~li pfi
ptijma signdlu ™", ¥e byla vysléna zpréva "ano% Statistické vlastnosti slroje zprév
jsou takové, Ze se zprdvy "ano” a "ne" vyskytujf v poméru 5:3. Statistické vlast-
nosti sd&lovaciho kandlu jsou tek ové, Ze zkreslf 2/5 vysilangech zprév "ano" a
1/3 vysilanych zprév "ne" tak, Ze jsou p¥ijaty zprivy opagné.
P¥i FelSeni piikladu miZeme oznadit Jjevy:
He = vysléna zprdva "ne",
H, - vysléna zpréva "ano",
A -~ pt*ijat signdl "L",
A - prijat signél "O",
Znéme spriorni pravddpodobnosti P (Hg) =3/8, P(H4) = 5/8.

Cheeme stanovit aposteriornf pravd&podobnost P (H1/A) (a pripedn¥ dal3f t¥i)
podle vztahu (6.8). K tomu potFebujeme stanovit jeZt# podmin&né pravd&podobnosti:

P(AIH,_L), tj. pravddpodobnost sprévného pfenosu zprévy "ano" a
P(AIHO), tj. pravd&podobnost chybného pfenocsu zprévy “ne" jako signélu"il
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Podle zedédni je ziejm& Addno

PAAIH) =% | PlAIH,) =%
Z toho
P(AIHy) = 1-P(A[H,) = & .

Nyni jiZ lze pouZfit (6.8) a vypoditat
P(Hy). P(AIH)

P(Ho)- P(AIHg)+ P(Hi)- PAIHY) 3 ;?%

Prohlési~li p¥{jemce esignélu "1", Ze byla vysléna zprdva "ano",je jeho rozhodnu-

ti sprévné s pravd&podobnosti 3/4. Kdy% prohlési, Ze byla vysldna zpréva "ne",
je jeho rozhodnuti sprévné s pravd&podobmnosti P(H,|A) = 1/4,

P(Hi]A) =

_\ Q)lm

3
4

V3imnéme si aposteriornich pravd&podobnostf pro p¥iped vysléni Zpravy

"ne": 3
x P (Hy),-§(AlHo) 55 1

- P(H lA)= - — = = —

(o P(Ho) - PAIH, + P(Hy)- PATH,) %% g% 2

P¥ijme-1i prijemce signél "O", je stejn& pravd&podobné, Ze byla vysléna zpréva
*ne" i "ano",

6.2 NAHODNE VELISINY

V predchdzejic{ kapitole jsme se zabyveli néhodnymi jevy. P#i hodu koste
kou byly jednotlivé stiny oznaZeny po¥tem o%{ K = 1, 2, esey 6o Jev spodivajfct
v tom, Ze padne n&kterd stina jsme mohli oznalit EK . Souhrn v3ech elementér-
nich jevld tvofil jevovy prostor.

Misto o jednotlivé st¥ny hracf kostky se mi¥eme zajimat o po¥et o¥f - tedy
pFifadit kaZdému bodu jevového prostoru ¥fslo K, Polfet ol{, ktery padne pri
vrhu kostky je nédhodné velifina., Néhodnou velidinou budou i funkee O(K)=
H(K) = eK y kterymi ka¥dému elementdrnimu jevu EK prifazujeme hodnotu.

Funkei X (Ek) s redlnymi hodnotami,definovanou na jevovém prostoru s bo-

dy E|<, nazyvéme pdhodnou velilinou, jestliZe pro libovolné reélné x patdf
mnoZina bodd EK y Dro které X(EK) < X, ke t¥idé mnoZin, pro které je defino-
véna pravd&podobnost (viz /éQ], [227). Uvedend podminka, tzv. méritelnost X,
je v praktickyeh aplikacich témé# v%dy spln¥na, Je nutns proto, Ze nerovnost

X (EK) < x (nap¥. pofet o¥f na kostce je men¥{ ne¥ 4,25) predstavuje n&hod-
ny jev a pot¥ebujeme mu pFi¥adit pravd&podobnost.

Ndhodné veli¥iny budeme dédle znadit velkymi pismeny X,Y,Z,... & jejich
hodnoty odpovidajfcimi malymi pismeny X,¥,Z,¢-« o
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6.2.,1 Distrib a hust avdSpodobnost v

Ndhodnou velifinu miZeme definovat jen pomoci jejich statickych vliastnos-
t{ - napF. urlit s ja;ou‘pravdépodobnosti bude nabyvat urditfch hodnot. Zékladni
charakteristikou néhodné velidiny Je distribudni funkce.

Djstribu¥n{ funkce néhodné veli%iny X Je pravd&podobnost, Ze néhodné
veli¥%ina nabyvd hodnot men3fch ne% x , tJi.

P(X <x] (6.9)
PIX <x]).

Fy(x)

Zasto budeme psét jen  F (x)

Na obr. (6.1) Je
je p¥iklad distribudni
F(x) funkce po¥tu o¥i, ktery
1.0 —0 padne pii vrhu kostkou.
| Nertsté jen skoky, coZ Jje
déno tim, %e néhodnd veli-
—0 gina miZe nabyvat Jjen
, ‘ diskrétnich hodnot. Tako-
05 —— 91 vou néhodnou veliinu
nazyvéme diskrét od-

nou velifinou.

] I ' Je-1i distribuni

) funkce ndhodné veli&iny
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 X spojitd, nazjvéme takovou
néhodnou veli¥inu spojitou

nghodnou veli¥inou [2Q7.
P¥{kledem spojité ndhodné

veli¥iny miZe byt néhodné& zméFend
Péze sinusového signélu (obr. 6.2)s

Obr, 6.1

F(:).___; ___________ Mohou existovat néhodné velidi-
ny, které nejsou eni spojité eni
diskrétni, néktelri auto¥i je nazyvaji
smifené ndhodné velifiny /23/. Prfklad
je uveden na obr. 6.3. Méme-1i obou-
stranny omezova¥, u nshof zévislost
mezi vetupnim a vystupnim napétim je
ddna podle obre 6.3b a na jehoZ vstup
privédime ndhodné nepét{ s distribud-
Obr. 6.2 ni funkef podle obr. 6.3a, nemiie se
na jeho vystupu nikdy objevit nap&ti

Vygst, pro které luvst >ug.

JestliZ%e vstupni napdt{ Uogt Jje up<:luvstl < U, je vystupni napét{ +up
nebo L) Distribudn{ funkce mé psk v bodech :up nespojitost 1. druhu.

Distribu®n{ funkce mé z¥ejmd nésledujfci vliestnosti (a &tené’ se s nimi
podrobnd seznémil pfi studiu 2Q7):

1) Distribu®ni funkce nabyvéd hodnot z intervalu < 0,1 > pro viechny
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hodnoty argumentu.

2) Distribudni funkce je neklesajfei funkcf.
3) Distribudn{ funkece je v kaZdém bod& spojité zleva,(tj. limita zleva
je rovna funkZni hodnoté).
2) lim F(x)=F(+oe) =
X~> 4o®
L (6.20)
lim F(x)=F(-=) =0
X = -o0e
5) Pravdgpodobnost, Ze ndhodné veli¥ina nabude urdéité hodnoty,
je rovna skoku distribu¥nf funkce, tJj.
P{X=x) = F(x+0)-F(x) (6.11)
6) Pravdépodobnost, %e néhodné veli¥ina leZi v polouzavieném intervalu
< X,,X;) , je rovna roi@jju distribu¥nich funkef v bodech X, a x;
tie
J Px,< X < xy) = Flxy) = Flxy) |- (6.12)
) Poznamene jme, Ze ve
v&t3in& piipadd technické
a) Fq(Uvst)_A praxe se zabyvéme spojitymi
néhodnymi velilinami.
V_tomto pfipadd Jje pravdé-
05 podobnost podle (6.21)
0 pulové a ve vyrazu (6.12)
= + 0 + + nezslez{i na tom, zda je jed-
° Uo Uyst na z nerovnosti neostré.
Uyyst ’ U nédhodnych veli¥in jejichZ
b) 1 up distribudni{ funkce maJji
: nespojitosti viak je uspo-
! . ¥4dénf nerovnosti v (6.12)
podatatné.
} 0 } U diskrétnich nédhod-
= \Up 0 lilp Uyst nych veli¥in se k vyjéd¥eni
i distribudni funkce. &asto
pouZivé. jednotkového skoku
! + -Up podle (1.1) (aZ na to, Ze
! se definuje % (0)=0)a pide
se
¢l Flhyst!] | —_ F(x) =) P (x=xi),
1 i
/ ; (6.13)
i/ 05 kde Pj Jje pravd&podobnost,
8 niZ nédhodnd veliZina na-
! 0 ' byvé hodnot X , i =1, 2,
~Up 0 Up Uyyst eeey tde

Obr. 6.3
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pi=P(X=xi) i i=1%2.., (6.14)

Jeko p¥fklad miZeme uvést hraci kostku (obr. 6.1), kde x; =i, pj = 1/6,
i=1,2, «os, 6. N8kdy se pro distribudni funkei diskrétni néhodné veliZiny
pise
F(x)=} pi .
Xj<X

Kromé distribudnf funkce poui{véme k popisu nséhodnych veli¥in hggtotu
prevaspodobnosti (ndkdy hustotu rozloZeni pravdépodobnosti nebo funkei rozloZe~
ni pravd&podobnosti), U spojitjch néhodnych veli¥in je definovéna jako derivace
distribulni funkce

W
f(X) =%F;(()—(') . (6.’15)

Neanéz\ﬁ}etévé u diskrétnich ndhodngch veliZin. U nich se hustota pravdZpodob-
nosti nahraguje posloupnost{ pravd&podobnostf, s.nimi% néhodné veliZina nabyvd.
diskrétnfch hodnot (tzv. frekvenini funkce {2Q7), nebo zavedeme Diraciv impuls
jako derivaei jednotkového skoku. Potom pi¥eme pro hustotu pravddpodobnosti né-
hodné veliliny e distribu¥nf funkef podle (6.13)

fix) =) Pj6(x-x). (6.416)

1
Na obr. 6.4, 6.5 & 6.6 jsou hustoty pravddpodobnosti odpovidajici distribuénim
funkefin podl. obr,. 6.1’ 6.2 & 6,3,

fix) f(4¢)
1l
6 14
27 7
|
|
|
+ , | ' e 4
40 1 2 3 4 5 6 x 0 29 ¢
Obr. 6.# Obr. 6.5
fu) Hustota pravd&podobnosti mé
z¥e jm& nédsledujici vlastnosti:
F1(UP) Fq(Up) )
t f 1) Jje nezdpornd funkce,
1-2 Filup) 2) ancsegrél
) o |
- Up 0 up u 3) distribu¥ni funkce se ur®fi z husto-

ty pravd&podobnosti
Obr. 6.6 -
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X

F(x)= "[f(x) dx,

& (6.18)

4) pravd&podobnost, ¥e néhodnd veli-
¢ina le¥{ v intervalu < X,,X;)
Jje

X2
Plx,< X<x)= ff(x)dx,

. (6,19
viz obr. 6.7,
Obre 6.7 %) hustota pravddpodobnosti peud4vd
‘.]f pravd&podobnosti, s nimi%f se

vyskytujf jednotlivé hodnoty ndhodné veliZiny.

6.2.2 (iselné charakteristiky néhodnych velilin

. Distribu¥ni funkce, pfip. hustota pravd&podobnosti, zcela charakterizuje
néhohnou veli&inu. V praktickych aplikacich se v3ak obti%n& urfuje. Spokojujeme
se pfoto Zasto s tzv, &fiselnymi charakteristikami, které postihuijf jen ndkteré
zékladni rysy néhodnych veli¥in., K &iselnym charakteristikdm pat¥f obecné a
centrédlni{ momenty,

: Obecny moment k-tého *4du spojit hodné veliliny se definuje

400

Mk[X] = j xkf(x)dx . (6.20)
- : N :
diskyrétnl ndhodné veliliny
Mic IX] =Z>3i‘ Pi (6.21)
]
Zvl43tni vyznam mé obeeny moment 1. Fddu, nazyvany stiednf hodnote. Znaime ho
E[X)nebo X & piSeme pro spojitou néhodnou velidinu
3 @0
E[X]=X%X = Ixf(X)dx (6.22)

a pro diskrétni ndhodnou velidinu

E[XI=% =) xpi| - (6423)
i

StFfedni hodnotu miZeme chépet jako zobecn&ni aritmetického priméru. P¥i
pouZiti klasické definice pravddpodobnosti miZeme pravou stranu (6.23) prepsat
Jjako z:xi(ni/’N) -, kde n; Jje pofet vyskytd hodnoty Xj s N Jje celkovy
poZet hodnot, tj. E:ni== N . Potom pravé strane (6.23) odpovidé eritmetickému
priméru, P¥esn&js{ interpretaci st¥edni hodnoty poddvé Chindinova véta, 8 ni¥
se &tend® sezndémil v £/2Q/ a podle niZ je pravd&podobnost, Ze se pro yelké N
neli3f{ aritmeticky prim&r od stfednf hodnoty, rovna jedné, tj. pro libovolné £ >0
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i 1 - < = 1
lim Ay ;x, EIX]I<€)=1, (6:24)
Pfipomtﬁme Jest¥, %e pokud je hustota prawd¥podobnosti symetrickd podle
néjaké osy, odpovidé st¥ednf hodnota této ose (obr. 6.8).
. Vv
Gtendé# se enadno miZe
pFesv¥diit o nédsledujfct
filx) . zékladni vlastnosti st¥edn{
D(Y]1>DIX] hodnoty. Jsou-1i Cc; a C,
konstanty, Jje

fi(x)
fyly)

iy
El c,+ ¢, X1=c+CE[X)

(6.25)
(tedy stfedni hodnota kon-
stanty je konstanta).

0 EIX]=ELY] Xy

Obr. 6.8
Druhy obecny moment ndhodné velifiny se Zasto nazyvé stledn{ kvadratickd
Egdnota. Lze pro n&j paét'

M, [X] = E[X] =5
‘ (6.26)

Pro obecné momenty lze psdt
M, [X1=E[XK]=xk, (6.27)

Stfednt hodnote je menshodné ¥fslo (konstanta). Hodnoty néhodné veliliny
jsou kolem n{ soustfeddny. Dald{ Xfselmé charakteristiky - tzv. centrdlni momenty
uddvajf, jak mnoho je néhodné vwelifine soustFed¥me kolem st¥ednf hodnoty.

Odchylka nébodmé veliliny od stfedni hodnoty X-E[X] je ndhodnou welili-
nou. Jeji k-té momenty nazjvéme centrdlnf momenty k-tého Fédu néhodné veli¥iny X
a piieme pro né u spojitych nédhodnfch veliZin

+00

mk[>(_]=;£(x—E[X])k fix)dx , (6.28)

u ggkrétnich nméhodngch veliZin
me(X1=) (x; —E[x1¥p; . (6.29)
i

ZFejmé miZeme obecn® psét (Jak pro diskrétni, tek pro spojité ndhodné veliZiny)

m [X] =ElX-EIXD¥] | (6430)

Lze se snedno pPeavsdit, %e prvy centrdin{ moment je rovem nule
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me(X]1=EL(X~- EIX])]= E[X)-E[E[X]1]=0

(to mé i fyzikdln{ interpretaci: néhodnd veli¥ina mé odehylky od stfedni hodnoty
ratejnd Zasto vpravo i vlievo"). ,

Druby centrdlni momemt se nazyvé rozptyl a miZeme pro n&j pSét podle
(6.30)

D[XDE[(X—E[X])Z] . (6431)

Etendt snsdno sém doké¥e uZite¥ny vztah

DIX]=E[X?1-E*[X]. ' (6432)

Pri{kled dvou ndhodnych veliZin se stejnou stPedni hodnotou a riznym rozptylem
je na obr. 6.8.

N&kdy zevédime smirodatmou odchylku 6x ndhodné veliliny

sx=IDIX] . (6.33)

Sneadmo lze dokdzat, %e rozptyl konstanty je mlovy (konstesnte neni ndhod-
né & nemd proto 2d4dny rozptyl) a obecn¥ji, jsou-1li Cy @& c, konstanty, Ze

platf

DlcyX+tc} = ciDIX], (6.34)

Interpretaci stfedmnf hodnoty a rozptylu poddvd také éebxéevovn nerovnost.
M&-14 néhodnd veliZina koneZny¥ rozptyl, pak pro xazaé € >0 platt

PIX-E[X]IZE) < Q[EXT] . (6.435)

Tedy pravd&podobnost, Ze odchylka néhodné veli¥iny od st¥edni hodnoty je v&ts{
ne: £ , zévisf neprimo Um&rnZ na kvadrétu £ a pPi{mo umErn& na rozptylu.

6.2.3 Soustavy néhodnfch velilin

Sasto potPebujeme souZasn® vydetfovat nékolik néhodngch velidim - nap¥.

signél ne vetupu a vystupu sdZlovaciho kenélu. Zavédime proto soustavy ndhodnych

veli¥inm (néhodné vektory, vicerozm¥rné néhodné weli¥iny).

Soustavou néhodngch veliZin budeme rozum&t usporédenou n-tici néhodnych

veli%im { X4, X21-, Xn). MiZe nap#. udévat polohu néhodného bodu v n-rozmérném
prostoru. Vlastnosti soustavy néhodnych veli¥in popisujeme gimulténn! (n-rozm¥r-
atribusni funkci, pPip. simultédnnf hustotu pravd&podobnosti. :

nou) di
Simulténn{ distribuinf funkce soustavy néhodngch veliZin je pravd&podob-
nost, %e néhodné veli¥iny X .Y,... jsou men¥{ nel srgumenty distribu®ni funkce X, Y.

Fix,y,....2) =P{X<X, Y<Y¥, .., Z<z). (6.36)
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th!‘l&almult(nwt distribudnsl funkei
Fle(x,y) =P(X<x,Y<y)

dvou ndhodnych weli¥in XY miZeme interpretowat jako pravd&podobnost, Ze né-
hodny¥ bod bude leZet ve wyirsfovaném kvwad-
rantu (obr. 6.9) urlemém hodnotemi x,y .
y (Abychom zddraznili, kterych néhodnych ve-
li¢im se distribu¥mf funkce tyké, pileme
je n&kdy jako indexy).

ObtiZe s vyjddfenim distribuln{
funkee nastdvajf u soustav diskrétnfch né-
X hodnych veli¥in. Znéme-1i prav¥d&podobnosti
PIX=xj1¥Y=yj,..,Z=2,) =
=Pxiiyj..2g) vBech kombi-
nacl hodnot, jichZ néhodné veli&iny mohou
nabyt, Jje distribulni funkce soustavy
diskrétnich nédhodnych welilin

Ob!'. 609

F‘XaYI---|Z)=[ Z ...[ P(X',,yj,...lzk)
Xj< X yJ‘<y Zk<z
(6.37)
Pro pFipad asoustawy dvou nédhodnyfch vwelilin je na obr. 6.10 uveden pfiklad
distribudnf funkce /227.
Simultdnni distribu¥n{ funkce soustavy ndhodnych weliin mé nésledujict

visetmosti:
1) JejL hodnoty jeou v'intervelu < 0, 1> .
2) Je neklesajfcl zleva spojitou funkci kaZdé své promEnmé.

3) Jestlife néktery z srgumentd X - - = , Je

lim F{ Xq1 X9y XiyoqXp) =‘:(Xh...,xi_‘“-w,xi 1 Xp)=0
X; > —oo +1
t
Specidln& pro dvojici ndhodnych velilim

Flosoyy) =F (x,-e0) = F(-22,-2¢) = 0 (6238 )

4) Jestlile nZktery z argumentd =n rozmérné funkce roste nade viechny meze,
dostédvéme (n~1) rozm&rnou distribudni funkei. Specieln& pro dvojici néhodnyck

velidin

Fxly(X,+°°) Fx(x) i

FX,Y (+e=1y ) =Fyl(y) I (6,38 b)

FX'Y (+°°|+°°) = 1 .
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Q)

P(x,y)

b)

Fix,y)

Obr. 6.10
Simulténn! hustotou pravdipodobnosti soustawvy n-spojitych néhodnyeh
veli%in rozumime
) o )
flx,Y1.0r,2) = =——— Flxyy,..n2Z).
ly| I dx By...'BZ Y !

Simulténnf hustotou pravadpodobnosti soustavy diskrétnich héhodngch veli-
gimr zpravidla rozumime soubor pravdépodobnosti, s nimiZ néhodné veliliny nabyva-
j{ vBech moZngch kombinacf hodnot (nep¥. obr. 6.108).

Simulténnf hustote pravd¥podobnosti spojitfch néhodnych velitin mé ndsle-

dujfcl vlastnosti:
1) Je nezépornou funkci vSech svych prom&nnych.
2) 1Integraci hustoty pres ndkterou prom&nnou tuto proménnou vylou&ime

+ oo

J fx1,...,xk,...|xn ( X.',...,Xk,..., Xn )dxk =
e
= EXp Xy Xpyq ot Xy (K0 X g Xpepq 1o Xn ). (6.39)

Speciélné pro dv& néhodné velidiny
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$00
S Ty, y{%¥)dy = fy(x),
-w .

+
fo’ !(’1y)dx = fy(Y) ’
-0
viz obr. 6,11,

3) Integrdl pfes vBechny hodmoty viech proménnych
+0 +
S.'.Tr(xl’ ...,!n) dxio..dxn = 1 [ ] (6040)
-0 -0
Pravdpodobnost P(A) jevu, ¥e bod A se souradnicemi (X%,X5p0.0,X ), jejichZ
hustota pravd&podobnosti je f(xl,...,xn), padne do oblasti G je

P(‘) = S'O‘g f(x,l,...,xn) dx,lf...dxn Y (6.41)
G

pre dvourozmérny p¥ipad je situace znézorn&na na obr. 6.12.

fyybxy)

/

PR

fulxy) = f fxy(x.y) dy

Obr. 6.11

iy ()

.—7\
< objem = P(A€G)=

6 =l ftxyidxdy
G

Obr. 6.12
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V souladu s (6.3) budou néhodné velidiny X a Y nezdvislé, plat1:1£

P(X<xNY<y) =P(X<x) - P(Y< yl,

tJ.
FXN(XN)= Fx(x)~Fy(y).

Derivovénim podle x a y dostaneme hustotu pravddpodobnosti dvou nezdvislych
néhodnych velilim
fx'y(X.Y) "—"'fx(X) . fy(y).

Obecn& platf, Ze ndhodné veliliny idsou nezévislé tehdy a jen tehdy,
platf-li pro jejich simultdnnt distribuZni funkce, resp. hustoty pravd&podob-

nosti

[}

F(X.,.Xg,.-., Xn) Fx1(X4)'FX2(X2)-... Fxn(xn), (6'42)

F{Xqg X9, 00 Xn) = Fxy (xad-fx, (x2) won £y (). (6.43)

6.2.4 (Gfselmé charakteristiky soustav ndhodnych veli&in

Méme-11 soustavu spojitgch méhodngyeh weliZim (X,, X, ..., Xp J
a chceme vypoXftat atfednf hodnotu ndhodné veli&iny Xk y musime simul ténn{
hustotu pravdé&podobnosti (n-1) krét integrovat, abychom zfekali hustotu velidinmy
Xk (viz (6.39)). Po n-té integrujeme, abychom ziskali samotnou st¥ednt

hodnotu. Tedy

. sor  dow
E[xk]’?k= J"" J‘ xkf(qux2l"'lxkl"'lxn)dX-“dxz‘-v' d)(n.
-0 L oF
n - krat (6.44)
Podobn& pro rozptyl
DIX] = EllX -% )] =
yo0 . (6445)
= J ..--J’(xk —Y-k)zf(Xn,,-.- Xn) dX4,....an.
- _‘:
n-krat
Pro diskrétni ndhodné velildiny
EDXc] =) ) % Plxynyxn), | (6.46)
X4 Xn
DIXk]l =Y o) (X = T PUxg, e xp ), (6.47)

X4 Xn

Ctendr si jist® sém odvodf vztshy pro v¥podet obecného a centrdlntiho
momentu néhodné veliliny X .
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Krom# obecnych a centrdlnfch momentd ;jodnot'l.hych néhodnych veliZin ae
definujl také smfXené momenty.
SmiSenym obecnym momentem Fédu (it j ) ndhodngch velidin Xp, Xq rozumime

atrednd hodnotu soudimu
Mi.j[XpiXql = ElXp. X4 1. ‘ (6.48)

Smi¥enym centrdlnim momentem Fédu (i+)) néhodngch veliéin Xp ' Xq‘

rozumime stfedni hodnotu sou¥inu odchylek

L

mi+j[xp|Xq]=E[(Xp-7p)i(Xq-Yq ]. (6.49)

&tendr By si snadmo sém odvodil tver vztahd (6.48) a (6.49) pro pfipad
spojitgeh a diskrétnich nédhodnych velilin. Zvldstnl vyznam ze smiSenych momentd
mé centrélnd moment druhého Fédu, ktery se nezfvd kovariesnce nshodnjch welilin
Xp a XQ, ‘ i

Cov[Xp,Xq]=E[(Xp—'§p)(Xq‘§q)l . (6.50)

viimnZme si kxovariance spojitfch nezdvisljch néhodnych veli¥in. V tomto p¥ipadé,
budeme-1i raspektovat (6.43),

or 400

COV[ Xp] Xq ]= ]"' (xp "'—)?p”)(q "'-;q’ f( X1|---| Xn) dx1,--.|an=

- o
Posledn{ dvae integrdly prestavuji prvni centrdlnf momenty, které (viz 6.30) jsou
hAulové. Kowariance nezédvislych néhodngch veli¥in je tedy nulovd. Je tieba zdlraz-

nit, Ze opa¥né tvrzeni obecnd neplatf.
Budou-1i meopsk ndhodmé veliZiny Xp a Xq zcela zdvislé, prejde
(6.50) na rozptyl

CovlXp, Xp 1=E[Xp-%p)] =DIXp 1.

Jako mire zdvislosti néhodnych weliZin poslou¥{ korelalnf koeficient [ Xp .Xq]

CoviXp.Xq]l

r[Xp|X<‘ )=
. " fDIXp).Dixql

jehoZ hodnoty leZf w intervealu < -1, 1 > . Pro nezdvislé néhodné velidiny je
nulovy, pro ndhodné veliZiny linedrn# zdvislé dosahuje meximdlnich hodnot.
Nihodné veliZiny, pro které je korela&ni koeficient nulovy (a také kovariance),

nazjvéme nekorelované. Pi‘ipomeﬁme, %e nekorelovené néhodné veliliny nemusi byt

| (6.51)

- 130 -



nezdvisld.
Snadno lze ow&fit wvztah

CoviXp,Xql= -
viXp;Xql=ElXp Xql-ElXplElXq]" (6.52)
z n&ho¥ dostaneme pro strednf hodnotu soudinu ndhodnych velidinm

El{XpXql=E[Xp] E[Xq)+ CovIXp Xq]. (6.53)

Jsou-1i néhodné veli¥iny nezdvielé, je stfednf hodnota jejich sou¥inu rovna sou-
%inu stfednich hodnot.

Proto¥e platf pro funkei G ndhodnych veliZin (viz 6.76)
+0% 400
L6 (XY = [ [ 6lxy) fxy) axay,
- -0
miZeme napsat pro stfedni hodnotu souZtu ndhodnfch weli&in spojitych

o0 4 00 400 yoO

E[X*Y]=Jj(x-*'y)f(x,y)dxdy: J-fxf(x,y)dxdy+
+ JJyf(x,y)dxdy =E[X]+E[Y].

Stejny vysledek dostaneme pro diskrétni ndhodné veliliny a obecn¥ platf, Ze
strednf hodnots soultu néhodnych veli¥in je rovna souftu stiednich hodnot, tj.

i=1

n n
ELY X! =_[1E[Xil : - (6.54)
I=

Pro rozptyl souftu ndhodnych veliZin dostaneme podle (6.31) a (6.54)
n n N ) n .
Dll[1x;]=5[([ Xi— ) GP1=ell] (x;,- x))']=
- =1 "-1 1=1

n
=ELY (Xj-x)+] (Xi-%i)(Xj-x;)] =
I=1 i)

N
=Y ELX-%i" 1+ 2] ELIX-%) (X - %)) -
i=1 (i)
i<l)
Ye druhé sum® self{téme pres vdechny dvojice ( i,] ), pridem? dvojice (i,j ) a
(jii ) po¥ftéme jen jednou. Dosadfme-1i (6.31) a (6.50) zjistime, %e rozptyl
soudtu ndhodnfch veliZin je roven soudtu rozptyld zvetSenému o dvojndsobek viech

kovarianct

N n
DIY Xi} =) DIx;l+2) CoviXi Xj] |- (6455)
1=4 1= tiL))
1<
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Rozptyl soudtu negdvislych ndhodnych velifin Jje rovea sou¥tu rozptyld.

6.2.5 Podmim¥nd Gistribuim{ funkce, podminind hustote pravd&podobnosti.

Podmin¥né ¥iselné charakteristiky

Jsou-1i néhodné veliliny X a Y zévielé, existuje podmin¥né pravd&podob-
most, %e Y < y, je-1i x, < X < x . Podle (6.1) miZeme pedt

Plxi<X<xNY<y)

PIY<ylIxysX<xl=
Plx,<X<x)

Pravdépodobnosti mi¥eme vyjédrit podle (6.41) a dostaneme

fx,[y
f
P(Y<y‘x1 $X<x,=x“lx.‘:°'(xly,dydx

f(x,y)dydx

Xq=-°
Limitnim pFechodem Xx,—+ x dostaneme podmin&nou distribudni funkci

Fly|x) = PlY<y|X=x)=1lim P(Y<y|x,sX<x)=

X1->X
[k Jy )
tHx,y f
S ldy _ . flxy)dy : (6.56)
1[f(x.y)dy fy (x)

a budeme-1i ji derivowat podle Yy , dostaneme podmin¥nou hustotu pravdépodob-
nosti

flylx) =2y fOay) ) (6.57)

Podmfn&né hustota pravd&podobnosti md viechny vlastnosti, které mé mepodmindnéd
hustota a to zejména

o0

+ .
f fFlylx)dy =1 | (6.58)

o XemZ se lze presvdd&it integrovénim (6.57). Déle z (6.57) plynou ¥asto uZivaené
vztahy

fix,y)=flxly) fyly) (6.59)

+o°
fx(x) = _Lf(xw)' fY(y)d)h (6.60)
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Vetah (6.57) odpovidd definici podmfn&né pravd¥podobnosti (6.1), vztah
(6.60) vzorci uplmé pravdZpodobnosti (6.7). Potfebujeme jedt& najlt analogii
Bayesova vzorce (6.8) pro spojité ndhodné veli&iny. Dosazenim (6.59) e (6.60)
do (6.57) dosteneme

flylx) = Sy Hxiy)
by (y)Fixly) dy

' (6.61)

tj. vyraz pro urfeni aposteriornf hustoty pravd&podobnosti f(yIX) , Znéme-1i
apriorni hustotu fY (y).

MiZeme zavést i podminémé Ei{selné cherakteristiky. Podmin¥nd stfedni hod-
note néhodné veliliny Y za podminky, e X =x Je

+ o i

f
E[Vix] = J yt(ylx)dy = Lfy :x’)y’dy
-80 X X

(6.62)

Neopak ndsobenim fx (x) a integrovénim (6.62) dosteneme nepodmin&nou

st¥edni{ hodnotu
+

ELY) = [ Ervix] fx(x) dx . (6.63)

—-00

PodobnZ pro podmindny rozptyl miZeme psdt

D[YIx] = J’(y-E[le])z flylx)dy =

o

*00

2
_L(y E[YIx]) fix.y) dy (6.64)
fx(x)

6.2.6 Transformace néhod_gjc'h veliZin

Nédhodnd veliZina je &asto vstupni velilinou soustavy, které ji transfor-

muje na vystupni velilinu vztahem

Y = G (X), (6.65)

viz obr. 6.13. )

Predpoklddejme nejprve, Ze k funkei G existuje jednoznaelnd inversni
funkce J . Platf zFfejm& rovnost pravdZpodobnosti, Ze se ndhodné velilfiny naché-
zeji v intervalech < X, X,+dX) &8 < Yoy, +dy)

P(x,< X < x,+ dx) = Ply, Y <y,+dy).

Pro malé prirdstky dx e dy miZeme tyto pravd&podobnosti vyjdarit
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fy(x)dx = fylyldy
z Zehol
fyly) = f)(()()‘lg-l R
dy

Absolutnf hodnotu jeme zavedli proto, Ze pom&r prirdstkd miZe bBft zdporny, sale
hustota pravdépodobnosti Jje nezépornd funkce. Hodnoty x Jjsou dény inversni
funke x =g (y) a proto hustote pravdépodobnosti na vfstupu soustavy Je

fyly) = fx ()| S52 |

(6.66)

X 5 G(X) Y >
ﬂx(x) fy (y)
y XO+de ______ . ) ’
| inversni funkce
_ i
dy 1 ! x=g{
y°+ y : xo L : 9 y)
Yo l i
1 ! I
Xo Xotdx . X Yo Yot dy y
Obr. 6.13

Je-1i soustava charakterisovéna funkel G, kterd nemd jednoznatnow invers-
nf funkei g, musime inversn{ funkci rozd&lit na Jjednoznalné vitve &y, 8pyee-
(Obro 6.14) .

y= Gix)

Obr. 6.14
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Protole viskyty ndhodné veliZiny X v jednotlivy¥ch intervalech Xon * dx.l, x°2+dxz,
ees 80 vedjemnd vylulujf, je prevd¥podobnost viskytu néhodné velidiny Y v inter=~
valu Yo *+ dy rovna spudtu pravdépodobnostt

PlyosY< yo+dy) =Plxg < X< Xgq +dx,)+ P(xe3 < X < Xga+dxy)+ ...

Pro malé pF{irdstky miZeme op&t psét

fy(yddy = fx (xy)dxy + fy (xg) dxy+ ...,

coX dé
fu(y) = f (x), dg, (y) fu (x,) ] 992(Y) (6.67)
Y \y X 1% dy +X2T+m'

kde Xy = Gi(Y) 1 Xg= Q2 (¥) oo

Jako priklad uvedme kvadratickou transformaci Y = Xa. Tate transformace

mé dvojznalnou inversni funkei

X =g4(y) =Yy,
x=0yly) =-{y.

Hodnoty Yy < 0 se newyskytujfi. Proto je hustota pravd¥podobnosti transformova-
né néhodné veli¥iny po dosazenf do (6.67) ’

fyly) = fx"‘"ilv—?' + x| =]

Po dosazeni za X dostaneme vysledek

fX(W)*'fX(‘W) iy >0
zVy

fyly)=
0 1 y<O

Budeme~1i tedy na vstup kvadratického systému Y = X2 privéddét hodnoty s normédl-
nim rozlofenim :
_(x-q)?

26

fx‘X)= 1
127 62

budou na jeho vystupu hodnoty néhodné veliZiny s rozloZenim
2

_uy-a? _(Nm)J

-——l—[e 267 4 ¢ 2067 i y>0,
f8Tys?
fy(y)=
0 i ¥Y<20O
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#asto se setkdvéme s traneformaci typu

Gix) |, x > Xo |

0 i X < Xg.

¥ tomw pf{padd se hodnoty X € (-=¢, 0) transformujf na jedinou hodnotu y=2a
s pravd¥podobnosti x
0

fx(x) dx .

Proto trensformovemd hustota pravd&podobnosti (za ptedpokladu, Ze G (x) je momo-
tonn{ roetouci funkce)

Xo
fyly) = 8(y) J fy (x) dx + fy (x) Ed%(__w (6.69)

viimn&me si nyni transformace simulténnich hustot gravdégodobnosti. Pred~
poklédejme nejprve dvourozmérny piipad, kdy transformujeme hustotu fXa Xz(xi’xZ)'
9

= fx(xl,xz) vztahen
Y4
Y2

Gy [ X X
XXy ) } (6.70)

G, ( X4 X, )

na néhodné veliliny s hustotou pravd&podobnosti fvl,Ya(xl"Q'fY(xl’ya)‘ Inversni
transformace

X4

¢l Yi ¥z ) } (6.71)
“ o

ga( Yy Y2 )

nemus{ byt jednognainé. VEtve transformace g oznafime Zyp 98y pre*+» vétve trans-
formace &, oznalime Zony8ppre° ¢ Je~1i bod A {obr.6.15) v oblasti 48§, miZe byt
transformovany bod bud v oblasti s, , ds 00 o Tyto piipady se vzéjemn& vylulu~
ji a proto pravdépodobnost, Ze bod !1, Y2 je v oblasti 48 je rovna soultu prav-
d&podobnostf, Ze bod (X1,X2) je v oblasti dsy, dsp,e.., tie

P(A edS)= P(Be ds )+ P(B eds, !+ .

co¥ pro infinitesiméln® malé d4S, ds,, ds,, ... dé podle (6.41)

fylyny,) dS = 5((xﬁ:xm)d54'*fx(xu-xn)d52+'“

a tedy
fY(y1l yz) = fx(Xﬁ,x:’) ‘g—§s—4'l+ fx(X12|X22) "da_ssz'l'*‘ e
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fx(X..-Xz) fY()'U Y,)

Obr. 6.15

Pom&r elementérnich ploch pFi pFechodu z prom&nnych (X, X;) ne proménné
(y“ Y,) Je ddn jmcgbidnem transformace

D X4 . d X4
._d__s__= fby~1 75)/2 =%(x1|X2)
43 Axa |, BX2 Ry ya)
DYy?
a tedy 3y
: ’B(x‘\ |X4)
1 i Y2
(6.72)
kde

Xt = Qu (yq1y2 )y
X = G (YY),
Xq4 = Qo (Yr1 Y2 ),

X = Gn{Yi: ¥2)....

Jako prikled transformace simulténni hustoty pravd&podobnosti uvedme pre-
vod ndhodn¥ch pravodhlych souifadnic do souPadnic polérnich. Predpoklédejme, Ze
méme v roving néhodny bod, jeho% pravoihlé souradnice jesou néhodné velidiny X ,

Y & hustotou pravdépodobnosti fx(x.y) a chceme urdit hustotu pravd&podobnosti
fR {r.¥) jeho poldrnfch souradnic R, § . Vztahy mezi sou*sdnicemi
jmsou -
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R = V X2+ Y2,
(6.73)
$ = arctg (v/x).
Trensformace je jednoznaind, pri¥em? nédhodnéd veli¥ina R mife nabjvat jen kled-

nych hodnot, hodnoty néhodmé veliZiny ¢ Jsou v intervalu < 0, 27T) (bereme
hlavnt hodnotu srkustamgenty). Inversni tramaformace mé tvar

X=Rcos ¢,
(6.74)
Y=R sin ¢.
Jacobidn tramsformace Je
cosY , -rsiny
d(xiy) -
A Y) sinY , rcos¥Y
a tedy podle (6.72) dostévéme simultdnnf rozloZent R a ¢
fr(rd) =rfy (x,y)=rfx(rcos®rsint),
r>0, . “ (6.75)

0<Y<2T.

(Dnl#{ rozB{fen{ tohoto prikladu je v odstavei 6.2.7).

Uvedme je#t&, Z%e transformace dvou néhodnfch veli¥in lze pou¥ft k urdeni
stfedni hodnoty funkce ndhodné veliliny a hustoty souZtu, rozdflu, sou¥inu a po-
Ad11u néhodny¥ch veli&in.

MEjme hustotu pravddpodobnosti fx (x) néhodné veli¥iny X a8 hledejme
stfednf hodnotu veliZiny Y =G (X). Je-1i inversn{ funkce X = g (Y) ’

jednozne¥nd, dostaneme
e

+ 00
ELY] = J y fy(yldy= _[ G(x)fx(X)% dy

©o0o

E[G(X)] = [ G(x) f(x)dx|. (6.76)

tj .

Postup pro ur&eni hustoty pravdépodobnosti fy(y) soudtu, rozdilu, sou-
Zinu 2 podilu néhodnych velilin X1,Xz , znéme-1i jejich simultédnni hustotu prav-
a¥podobnosti fy (X4, X;) , lze nelézt v /207, /2]7. Dostaneme:

1) pro_souZfet néhodnych veli¥in Y = X;+ X,

+ ow

fyly) = _J;fx(u.y-U)du (6.77)

g specidln& pro pripad, Ze Xy a Xy 3jsou nezdvislé s hustotami
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£y (x) a fy(x) - .
fy(y) = fh(y-U) f2(u)du = ffq(u) f(y-u)du,

(6’5\'(8)
2) pro rozdfl Y = Xy= X,
+ o0

fY(y, = fo (Uay"‘u) du , ' (6.79)

3) pro soudin Y =X, X,
= 1 y

fY(Y)— :’i.lu'_l fx(UIU)dU« . " (6.80)
4) pro podfl Y=X, /X4

fy(y) = LIUI fy (U, uy)du, (6.81)

6.2.7 N8kterd typy rozloZeni ndhodnfch veliZin

Néhodné veliXimy lze podle funkinfho tvaru hustoty pravd&podobnosti rozds-
1it do tFfd. Uvnitf tF¥1dy se od sebe rozlidujfi jen parametry hustot pravdépodob-
nosti. O hustot pravd¥podobnosti prisluSejlct ur&ité tr1ds ndhodnych velidin
budeme hovo¥it jako o rozloZent pravd&podobnosti. V této kapitole se budeme zaby-
vat nejlast&j¥fmi pripady rozloZent pravdé&podobnosti. ' *

Binomické (Bernoulliho) rozloZeni

Provéd&jme posloupnost n nezdvislych pokust, V kaZdém pokusu se miZe
vyskytnout jev A s pravd&podobnostf P ( A)=p. Pravd¥podobnost, %e se jev nevy-
skytne je q = 1-p. Polet K pokusl, v nichZ se jev vyskytne, pfedstavuje diskrét-
ni néhodnou veliZinu. Pravd&podobnost, %e K=k je ddno tzv. Bernoulliho vzorcem

n -k
P(kipin) = (k) PX "%, (6.82)

ktery pro K = 0,1, 2, ... n pFedstavuje hustotu pravd&podobnosti.
Stfedn{i hodnots

: E[K] np,
rozptyl

D[K] =n-pgq.

Pro v&tS1 hodnoty n se P{ k;p,n) obt{Zn& po¥ftd a aproximuje se Poissonovym
nebo Gaussovym rozloZenfm (viz /21/). :
)
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Poissonovo rozloZeni

Poissonovo rozlofeni se spojuje s predstawvou toku jewd, tj. Jjevd, které
se opekovem# wyskytujl. Jestlife polet jevd nezévisf na volb¥ poldtku &asu {tok
je staciondrni), jestliZe vyskyt jevd v jednom okamZiku neovlivnuje vyskyt jevd
v okamZiku jiném (tok je nezdvisly) a konein¥ je-li zanedbatelmd pravdspodobné, -
%e se soulasnd vyskytne vice jevl neZ jeden {tok je ordindérni), je polet K jevi,
které se vyskytnou za dobu T , diskrétni ndhodnou veliZinou, kterd méd Polissonove

rozlo¥enf., To je pFedepsdno vztahem

ko a k .
P(ki) = A & = L2 &% k=002, (6.83)

kde A Jje stfednf pofet jevd za dobu T , Y je stfedn{ polet jevi za jednotku
Zasu. U tohoto rozlofen{ je st¥edni hodnota rovna rozptylu

‘E[K] = D[K] =A .

Rovnom&rmé rozlofeni

Spojité/néhodné veli¥ina, kterd se wyskytuje jen v intervalu (a, b),
priZem? pravd¥podobnosti jejtho vyskytu uvnit¥ stejn& wlkyeh podintervald v (a, b)
jsou stejné, mé rovnom&rné rozloZeni

1
ha i x e (a,b)
fix) =4 2! ( ' (6.84)
. 0 | X ¢ (0 ' b) .
Strednf hodnota a rozptyl ndhodné veliliny e rovngpérnym rozlo¥enim Je
E(x] = °§b , (6.85)
2
D[X] - b-0a)" (6.486)

12

Hustots pravd&podobnosti a distribuint funkce jsou na obr. 6.16.

Normélni (Geussovo) rozloZeni
Néhodnd weliline s mormélnim rozloZfenim mé hustotu pravad&podobnosti

popsanmou vztahem

1 _(xiﬂ)"
loflk= e 2% '
GW (6.87)

viz obr. 6.17. i

Sasto se ¥{kd, %e normdlni rozloZemf se V pFirods nejlastdji vyskytuje.
Toto tvrzenf mé svij pdvod v centrélni 1imitnf v&t8, s ni¥ se ¥tendf seznémil
ve /207, o které se nikdy vyslovuje takto /137: Nech® Xy, Xgp,ooo o Xy Jeoum
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~fix)

2 ]

Obr. 6.16

nezévislé néhodné veliliny a

Y je jejich soulet. JestliZe
je M velké, hustote pravdZpodob-
nosti ndhodné weli¥iny Y se
bl{%{ normdlnimu rozloZeni & ne-
zédvis{ ne rozloZeni jednotlivgeh
sloZek, pakliZe prisp¥vek kaZdé
slo¥ky k soultu Je ve srovadni

s nim mely. Jeko priklad uvedme,
%e souSet n&kolika mdlo (asi 10)
néhodnyeh veli&in & rovnomérnym
rozlofenim doble aproximuje né-
hodmou veli¥inu s normélnim roz-
lo¥enfm /21/7. Velmi &Zasto se
predpoklédd, Ze ¥um mé normélni
rozlo%enf pravdspodobnosti.

Pro stfedni{ hodnotu a
rozptyl normélniho rozloZeni
platd

E[X] =Q,
D[X] = 6'2.
(6.88)

E{m je v&tdL roz-
ptyl néhodné veli-
%iny, tim je prib&h
hustoty pravd&po-
dobnosti méné

strmy (obr. 6.17).
7 obr. 6.17 je ddle
zrejmé, %2e hodnoty
jasou soust¥ed&ny

X kolem st¥edn{ hod-
noty v pésu + 34
s pravdépodobnostf
0,997.

Jisté nesné-
ze/vznikaji 8 vy~
po&tem hodnoty
distribu¥ni funkce

Obr. 6.17
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—— 2
~ 1 (z-aq)
Fix)=P(X<X) ® —no T %cz d
N | m‘ e zZ (6.89)

protofe Felenf integrdlu v analytickém tvaru neexistuje. Tabcluje se proto funk-
ce (nikdy se nazyvd Laplaceova) -

4

f(z)-rl_i—J‘e‘z du . . (6490)

Snedno se lze preswddiit, Ze pro libovolné normdlnf{ rozloZeni s parsmetry
(6.88) jeo moZimé psdt

F(x)=P(x<x)=§(l‘—;—_9). (6.91)

5,

Argumentem funkce f Je rozdil néhodné veliliny a jeji st¥edni hodnoty vyjéd-
¥eny v podtu smérodatnych odchylek. )

Lze ukdzat, Ze linedrni transformace normélnfho rozloZenf d4 op&t normdl-
nt rozlo¥enf /22/.

Simulténn{ normélnd rozloXeni

Soustawa ndhodnych welidin x1. sz'q Xn md similténni normdlnt
roslofenf, plati-1i pro simultdnn{ hustotu pravd&podobnosti

n n
f{Xq, X 000 Xn) 2 _____1_______ -:L. xl —-Qi Xk-Qx_
‘ 11 A2 ! n) G;'Sa'."c'nV(zg)"D [ D_X Z I 6_k ]I
= (6.92)
kde
aj =E[Xj],
6" = D[],
D je determinant n-t=ho ¥4du
1 rﬂ,...,rm
D= M, 11-... Tan .
rn1| rnz...., 1

lik je korela¥nf koeficient, Fji = fij ITikl| <1,

Dijk je algebraicky dopln&k prvku rik determinantu oD .
Snadno se lze pFeavddlit, Ze jsou-li ndhodné veliZiny nekorelovené, jsou v p¥i-

padd tohoto rozloZenf nezédvislé, coZ obecnZ neplatf (srovnejte kap. 6.2.4).

Rayléigh-Riceovo (zobecn¥lé Rayleighovo) rozloZent

Predpoklédejme, Ze sourmdnice bodu v rovinZ jsou ddny nezdvislymi ndhod-
nymi veli¥inemi X,Y , které majf normélni rozloZeni pravdépodobnosti se stej-
nymi rozptyly e se st¥ednfmi hodnotemi a, b. Zajimejme se nyni o rozloZeni
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pravd¥podobnosti poldrnfch souradnic R o § tohoto bodu,
Podle (6.75) jsme odvodili

g (rY) =rfyylrcos ¢, rsiny).,

Jesou-1i veli¥iny X & Y nezdvislé, mdZeme psst
fRi@ (r¥)=rtylrcos?)-fy(rsiny)

2%
f (r) =°[ frg (1,4) d¥ .

Dosadime-~1i normdlni rozloZenf, dostaneme (viude r >0 )
1 -lreos 1-al 1 - 262

fatr) = r [ o 262 ._1_ )
ol V27 ‘Tove ¢ d¥
Y ) 2
= . r 2, b i
=53 exp.[- r-;c;z... ]OJ- exp[r(-oco?z:bsm‘f)] a9 -
S r’y @’ b [ r\’a+ b2 cos(\f »)
2g6: &XP [-—2?1— o ‘-”‘P[ ] !
kde v =arctg 2 .
93
Déle zavedeme U=Y-7r &8 &= VQ’+ b?. Potom integrél
29 29-r
‘[.exp[f_ﬁ%).is_g]dU=21r.;-—1r‘ [ exp[ (.ld_)cosu]du=
P

=27 Jo (jg‘{ ) =27 Io(%%),

kde IO Jje Beselove funkce nultého ¥4du imagindrniho argumentu. Potom

_ria?
—QET e 267 T, (%{_) o >0,
fp(r) = (6,93 )
0 , r<o0. |

Rozlo%en{ s hustotou pravddpodobnosti (6.93) se nazyvéd Rayleigh-Riceovym nebo
zobecn&lym Reyleighovym rozloZenim, jeho prib&h je na obr. 6.18.

Distribuinf{ funkei lze zfskat jen numerickom integracf; uddvé pravd&podobnost,

- 143 -



s nt% se bod (X,Y) nachézi uvnit¥ kruinice o poloméru r , opsané poldtku
soufadnic.

fl

aj~
?ﬂ
L]
[

05

“H
ol
ol AL N
DL ANNAN
W NN N

0 1 2 3 4 5 6 7 8 L
¢

- Obr. 6.18

Je-1i 0/6 >> 1 & nent-1i |(r-a)/¢| wvelké, bli¥f se rozloZeni rozloZfeni normél-
nimu.

¥ pif{pad&, Ze stFfednf hodnoty veli¥in X , Y Jjsou nulové, tj.a = b =0,
dostanene

r2
IS CARELE
fk(r)= (6.94)
0 i r<20

Rozlo%enf podle (6.94) se nazyvéd Reyleighovo. Distribu®ni funkce

r r2
F(r)=P(R<r)= an(r)dr=1_e 26 i r>0
0

(6.95)
uddvé pravd¥podobnost, Ze néhodny bod (X,Y) je vzddlen od poddtku soufadnic

nenejvyse r. Pribdh hustoty pravd¥podobnosti Rayleighova rozloZen{ Jje ne obr.
6019.

Poznemenejme je3t¥, Ze kdybychom ve vySe popsané situaci hledali rozloZendi
dhlu f , dostaneme rovnom&rné rozloZeni

2

, 0 =Y <27,
27

fg) =
0 i dee
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6.3 NAHODNE PROCESY

fk(r)
[ U néhodnych jevd a
; veli¥in jsme se zabywali
16 : jen tim, zda uriity Jjev

nastene, zda veliline nebu-
de hodnoty z n&jského in-
tervalu, ale nezajimelo
néds, jek se Jevy a hodnoty
vyvijejl v &ase.

Zprévy (v dvodu

'\ 2 jsme poznemenmeli, e je
\q<:j‘9 r povaZujeme za ndhodné)
L‘~.‘__. v8ak zcela pFirozen& spoju-
N T —— jeme 8 %asem - v urditych

z nichZ se zprdvy skléddaji,

10 15 20 re vznikajf hodnoty esigndlf,
o které je prendSeji. Podob-

n& rusivé Zumové signdly,

Obr. 6.19 které se objevujf na vyj-
stupu pfijimale budeme zce-

la ptrirozen& chédpat jako proces rozvijejici se v Zase.

\\\\\\~‘\~\-* okam¥icfch vznikaj{ zneky,

6.3.1 Réhodny¥ proces a jeho charskteristiky

Predstevimre si, Ye zaznsmendvéme Bumové nap¥tl vznikejici na odporu. Hodno-
ta zéznamu v kaZdém okamﬁiku Je néhodeé - v okemZiku {; miZeme nem¥Fit hodnotu
“:(t«) nebo u? “ ) ad (ty), .. |U (4) (obr. 6.20), v okemZiku t; nem&rime

hodnotu U™ (ty) stejn® tek mi%eme nem¥Fit hodnoty uu)(tﬂ , U@ty atd.
V libovolném okemfiku tedy miZeme (odpovidé-li to pravdépodobnoatnim charakteris—
tikém asledovaného Sumu) nem¥¥it nap&tf ({), prévd tak jako nap&tf u@ “)

uu)ﬂ) . MiZeme si tedy predstavit, Ze pfl daném m&¥en{ - v souladu s fyzlkélni
podstatou ¥umu - "pFfroda vybrala" a realizovala jeder 2 moZnych Sumovych
aigndld.,
Predstavu mno%iny - souboru - signdld, z nich% se jeden realizuje
("p¥{roda ném ho ndhodn¥ vybere"), spojujeme s pojmem nédhodné funkce nebo ndhod-

ny proces.

Funkce X (t) redlného argumentu t , kterd je pro ke?dé pevné 1t néhodnou
veli%inou, se nazyvé ndhodnou funkei. Je-1li argumentem t &as, ktery mi¥e naby-
vat libovolnych hodnot z n&jakého koneZného nebo nekone&ného intervelu, pek né-
hodné funkci #{kéme ndhodn$ proces; miZe-1i argument t nabyvet pouze Qdiskrét-
nich hodnot, pek nazyvéme X (1) néhodné posloupnost. Néhodné procesy i posloup-
nosti ddle dslfme na diskrétnf a spojité v souledu s rozd¥lenim podle kep.1.2

(obr. 1.2).

Pozorujeme-1li ndhodmy proces, miZeme pro kaZdé t  zjistit jeho hodnotu.
Z{skéme tak funkei x''(t) , tzv. (r-tou) realizaci néhodného procesu (hodnoty
procesu X (t) znafme malymi pfsmeny, tj. x (t) . Reslizece je jeden z moZnych
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UL Y St e e e e e o

Obr. 6.20

pribEéhd ndhodného procesu - ten, kterého proces v daném experimentu nabyl. Prowe~
deme-1i nezdvislé pokusy ve stejmfch podminkéch, zfskdme mnoZinu - soubor - rea-
1lizact { x“’(t) } néhodného procesu. MiZeme tedy proces teké chépat jako mno-
Zinu v8ech jeho realizaci - tedy vBech moZnych pribZhd.

Néhodny¥ proces miZeme charekterizovat parasmetry, které jsou v "prim&ru"
stdlé, a wychdzeji{ ze statistickych vlastnosti procesu. Napriklad nds zajimé
jakd je pravd¥podobnost, Ze v ¥ase t; je hodnota 3umového napdt{ men®f ne? hod-
nota u, (obr. 6.20). Kdybychom m¥1li k dispozici n realizec!{ Zumového napd-
t{ a provedli jejich m&¥enf, zjistili bychom, Ze v n, pripadech je U(t) < uy.
Pro n -» o» bude relativn{ Zetnost na/n konvergovat (podle pravd&podobnosti)
k pravd&podobnosti, %e hodnota Bumového nep&ti je v Zmse t, mend{ nel U, . Této
pravd&podobnosti

Flug ty) = PIULY) < uy) (6.06)
6.96
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PF{kdme prvéd distribu¥nf funkce.

Obecnd nechi je tl,tz,...,tn soubor hodnot argumentu t.Distribu¥nf funkce
soustavy nédhodnych veliZin { X (t) X(ty), ..., X (tn) }

F(xﬂxﬁl"'lxn i t1.tg,---,tn)=P(X“1)<X1.X(t2)<xz...,)((tn)<xn)

(6.97)
se nazyvéd n-rozmirnou (n-tou, n-tého *&du) distribufng funkef ndhodného proceasu.

U spojitych ndhodnych procesd (a posloupnostf) se zavddf n-rozmdrnd
(n-té, n-tého $4du) hustota pravdEpodobnosti néhodného procesu

n
F(XgrorrXni by ty) = 2P Xpitei o tn ) (6.98)
DXq - ‘bXn

Jak plyne z pFedchoziho, mi%eme pro pevné t - chépat ndhodny proces jako
néhodnou velidinu. Potom miZ%eme stanovit momenty této ndhodné velidiny; z nich

ne jvyznamns j¥{ jsou st¥ednt hodnotea, rozptyl a koreladnf funkce, které pop{Seme
ddle.

Nenéhodnd funkce X (1), kterd je pro kadé 't rovna st¥edni hodnots

EI:X(‘)] néhodné veli¥iny X(t), se nazgvd strednt hodnots néhodného procesu
X(t) a pro spojité ndhodné procesy

+ 0O

x(t) = J xf(x;t)dx. (6.99)

U diskrétntho ndhodného procesu se integrél nehradi sumou a hustota prav-
d&podobnosti pravd¥podobnostmi vyskytu hodnot pro dané hodnoty asrgumentu

Stredni hodnotu podle (6.99) budeme také nazyvat st¥edni hodnotou na mno-

2in¥ realizsc{, to proto, %e ji (podobn& jeko st¥edni hodnotu néhodné veliginy)
chépeme jeko zobecndnf eritmetického priméru

n
%— X x ()
r=1

hodnot vSech realizacf pro dané t

x(t) Y(t) Z(t)

yit)

Z (t)

Obr.6.21
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Na obr. 6.21 jsou schematicky znédzorn¥ny moiné realizace riznych ndhod-
nych procesi a st¥ednf hodnoty.

Predstavime-1i si néhodny proces pro pevné t jako ndhodnou velilinu,
mi¥eme, podobn¥ jako stPednf hodnotu, ur¥it i jeho rozptyl D[X(t)], p¥fp. smere-
datnou odchylku 6 ({) . Rozptyl je stfednf hodnota kwadrétu odchylky néhodnéhe
procesu od jeho stfedn{ hodnoty, tj.

D[X(t)] =62 (t) = E[(X(t) - X @))*], (6.100)
tedy pro spojité ndhodné procesy

p[x(1)] = J [x-% ()] f(x;t) dx. (6.1201)

Na obr. 6.22 jsou schematicky zndzornény moZné realizace ndhodnych proce-
s8 X(t), Y(t), Z(t) se stejnymi stPednimi hodnotami, ale rdznymi rozptyly.

X(t) )| Zit)

R(t) ey it — 2

g it o 6 4)

Obr. 6.22

Pro vypolet rozptylu je ufitedny vztah, ktery ziskdme z (6.100) podobn&
jako (6.32)

DIx(t1] = E[x2(t)] - EX[x(t)] . (6.1202)

Na obr. 6.23 & 6.24 jsou nkteré realizace ndhodnfch procest X, (t) a
Xy (1) . oba procesy majf stejnou strednf hodnotu & stejny rozptyl, i kdyZ Jejich
vnit¥ni struktura je rdznd. U procesu X,(t) zfejm® zdvis{ do jisté miry hodnota
procesu X4 (i) v 8ase t; na hodnot& X,(t,) v Zase f-l' i kdy? ob& hodnoty od
sebe budou zna¥n® vzddleny. U procesu X, (t) nezdvisf pF{1i¥ hodnota X, (t;)
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na hodnotd Xp (t) i pri melém Zasovém rozdflu. Hodnoty procesu X (t)a X(t,)
mi¥eme op&t chépat jeko ndhodné veliliny. Vime, %e zdévislost dvou néhodnych ve-
1i%im charaskterizuje koveriance nebo koreladnf koeficient. Podobné veliliny se
zavéd&jl i u néhodngch procesld., StFednf hodnotu soudinu ndhodngch veliZin X (t,)
a X(tz), které jsou hodnotemi ndhodného procesu v Zase 1, a t,

8 (t, t) = E[X(t) - X(1)] | |

(6.103)

nazyvéme korela¥ni funkef ndhodného procesu X (t) (viz /21/7).

X1(t) Xy (t)

|

X4(t)

ty t, t te ta | t

Obr. 6.23 Obr. 6.24

CGastEji se uZfvé koreleXnf funkce fluktuacf néhodného procesu

Rt 1) = E[(X(h) ~X (h))(x(tz) -X (ty ”] =B(t, b)) -%(t) %(ta)

(6.104)
kterd je v pripadd, Ze néhodny proces méd nulovou stfedni hodnotu, rovna korelalnf

funkei.
U spojitych mihodnych ?’rggeaﬁ
Blt,t) = I XXy F(XqXq ity 1) dxy dxz (64105)

o0 Zoo

Rty t2) = J J [ x4 —7“1)][’(2"*“1)] fixeoxyity, ty) dx, dx,.
T (6.106)
U diskrétmfch ndhodnfch procesd nahradfme integrdly sumemi, hustoty pravd&podob-
nost{ pravd&podobrostmi hodnot v denych okamZicich.
Jestlize t,=1, =t  nabyvé korelainf funkce své nejv&t3f hodnoty

(viz (6.103), (6.202))
Blt, t) = E[X*t)] = DIX()] +%2(t) . (6.107)
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prip.
R(t,t) = D[X(1)] (6.108)

a proto ¥asto zavédime tzv. normovenou korelaZnf funkci (fluktuaci) ndhodnéhe
procesu

— R(t1| tz)
f(f1|t2) 6(1'1)6(‘.2) ' (6.109)
pro kterou platf |r(t,, t))| <1 .
Jsou-1i hodnoty néhodného procesu v okam¥icfch t; @ t, nezdwislé, platf,
podobn¥ jako u nédhodmych welildin,

Flxqixgi bty ty) = $lxg, ty)- flixg,t,) (6.110)
a tedy
B(t,t)=%(t) -x(t)
1 ! 20 (6.111)
R (t1|t2) = 0, (60112)
rt,t,)=0. (6.113)

Hodnoty néhodnfeh procesd, pro které plati (6.121) - (6.113), nezjvéme nekorelo-
vané. PodobmE jeko u ndhodnych velilin je t¥eba upozornit na to, Ze z nezévislos-
ti plyne nekorelovamost, z nekorelovamosti nemusi plynout nezdvislost. JestliZe
viak n-t4 hustota pravd¥podobnosti je normélnt, tj. vyhovuje vztahu (6.92) uve~
demému u néhodnych veliZin, pak z nekorelovenosti plyne nezdvislost.

Vrétime-1i se nyni k obr. 6.23 a 6.24, projevi se riznéd povaha procest
X4({f a X,(t) v hodnotéch korela¥nich funkci. Ty budou & ristem rozdflu {4
& t, klesat, u procesu X¢(t} pomelu, u procesu Xy(t) rychle. Koreleinf funk-
ee Rtuty) a r(t,ty) se budou blf¥it k nule, korela¥nf funkce B (t,,t;)
k sou¥imu strednich hodnot X (t,) X (t3).

6.3.2 Stacionéraf{ s ergodické ndhodné procesy

Provéddime-1i experiment, je problém, jak ziskat vyZe uvedené parametry.
Ze viech reslizac{ méhodmého procesu je ném dostupnd pouze realizace jedind a
vzniké otdzka, zda nemiZeme jako rizné realizace pouZit &ésti realizace jediné,
tj. nap¥. "rozstFfthat" zdznem Sumového signdlu s zi{skat tek reslizace podle obr.
6.20. Zjednoduleni doséhneme u ndhodnych procest staciondrnich a ergodickych.

Néhodny proces je staciondrni, jestliZe pro hustotu pravd&podobmosti libo-
volného ¥4du a libovolné T plati
f‘Xq.le--an i t.‘,tz,-..,fn) = f(x1,X2,...‘xnit1+T,t2+T|...,tn+T).

(6.114)

Tzn., %e proces je stacionédrni, je-1li hustota pravd¥podobnosti inveriantn{ vzhle-
dem k volb& poldtku osy ¥ssu. U stacionérnfho ndhodného procesu nezédvisi stfednf

hodnota na &ase, protoZe
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+ 00 o oo
?(t)=j xf(x;t)dx= j xf(x;t+7)dx = J’ xf(x)dx = X.

-0 = oo J oo

Podle (6.102) a (6.76) nezévis{ u staciondrnfho néhodného procesu na &sse ani
rozptyl & miZeme tedy psat

D[x ()] =62,

Pro korelaZfn( funkci staciondrnfho néhodného procesu pletf vzhledem
k (6.114) pro libovolné T

B(fntz)=j f

o0 o AN

Xaxg Fxq %258, 1) dxy dx, =

o0 < 00
= I X Xg (X9 44T, 1,4 T) dxy A%y = B(t+T, 1, +7)

a2 jejf hodnote tedy nezdvisf ne hodnotéch ti t» ale jen na jejich rozdflu,
ktery zna¥fme t,-t, =7 , tJ.

B(t1|t2)= B(tz'h) =B(T): (6.1’15)

Podobn®& u esteciondrnfho nédhodného procesu

Rty 1) =R(T) = B(T)—iz. . (6.116)

= = 2
r(f“fz) r(T) = R(T)/G' . (6./.1.17)
ViimmEme &i nyni JjeSt% korelalni funkce staciondrniho ndhodného procesu
podrobn¥ji. M4 ndsledujlici vlastnosti:
1) BI(T) =g[x(t). X(++T)],

Bex) =E[X(t) - X (t-T)] =E[X(t+T)-X(t+T-T)} =B (T)
a tedy korelelni funkce steciondrnfho ndhodného procesu je sudou funkef

B(T)=B(-7). (6.118)
2) Podle (6.103) hodnota korelafm{ funkce v poldtku je rovna (viz (6.102))

= 2 = x?
B(0O) = E[X*(1)] =D[x(t)] + X" (6.119)

3) Je-1i néhodny proces prosty¥ nendhodnych sloek, musi se zdvislost mezi ndhod-
nymi prom&nmymi X (t) a X(t+7T)zeslabovat s ristem T , a% pro T » e Jsou

X{(t) 8 X(t+T)nezévielé. Protoze BI(T)=E[X(1)-X(t+T)] a stfednt hod-

nota soufinu nezdvislych ndhodnych veli¥in je rovna soudinu jejich st¥ednich

hodnot, je

lim B (T) = Bleo)=limEX(t)] . E[X (t+T)] =% (6.120)
R - -

T~ 0O

4) ProtoZe [X(t)* X[1+ 'E)]zje v#dy nezéporné, Jje E[{ X(t) £ X (t+T)}2]Z 0
a tedy (viz /2v7)
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E[X3(1) + X3 (t+T) = 2X(t) X{t+T)] 20
E[x2(1)] + EDX(t+T)] £ 2E[X (D). X(t+D]Z0 .
2E[{X2()]*2B(0)= 0 .
2B(0) £ 2B(D) =0
B(0) = + BI(T),
tj.
Blo) 2| B(1)] (6.121)

Tzn., Ze korele’nfi funkce staciondrnfho procesu nabfvé v nule maximdln{ hodnoty.

Podobné vlastnosti md korelanf funkce fluktuaci steciondrnfho néhodného
proeesu, piip. normovend korelalnf funkce & jsou zachyceny na obr. 6.25.

B(1) R(T) r(D
q? ’///////;'
0 T 0 T
Obr. 6.2%

Cht®li Bychom zdiraznit, Ze (6.121) neznamend, %e korela¥ni funkce monotonn® kle-
sajf. Mohou oscilovat kolem %2 , pFip. kdem nuly, ale lokdlni mexime nejsou ni-
kdy v&tS8{ ne? hodnota pro ¥U=0.

Lze ¥ici, ¥e atecionérnf ndhodny proces probihd v ase "homogenn&", tj.
charakter jeho pribdhu se v Zase "pr{li3 neméni" a proces "nemé zaldtek eni konec",
ne obr. 6.26 je prikled n&kolika realizacf stacionérniho nédhodného procesu, na
obr. 6.27 nestaciondrntho. U stacionérnfho nédhodného procesu tedy nezdleZi na tom,
kdy urfujeme jeho persmetry. Nicmém& ddle trvé problém s jejich urfenim, protoZe
ve skute¥nosti neméme k dispozieci mnoZinu v3ech realizasc{.

Viechny hlavni parametry ndhodnych procesd jsou stfednimi hodnotemi na mno-
¥in& reslizaef (viz 6.99), (6.200), (6.203), (6.109)). Méme-1li k dispozici jen
jedinou realizaci, umime snedno urZit jejf stfednf hodnotu v Zase. Uré{ime-1i
stredn? hodnotu v Zase z realizace ze dosteteiné dlouhy Zasovy interval T-+ oo
" 3.

T
X = Lim %— J x(”(t) dt , (6.122)

pek u t¥{dy procesd, kterym Fikéme ergodické, jJe nulovd pravd&podobnost, Ze X
se bude 1i%it od stredni hodnoty X na mnoZiné realizaci, t3. PUX-XI>E)=0
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X(t) : X (1)

Obr. 6.26 Obr. 6.27

pro libovolmé £ > 0 (xonmvergence podle pravd&podobnosti). V¥ technické praxi se
Sasto p{8f{ rovnosti

T
% = lim %- J i) dt (6.123)
o 0
1f 2
&%= lim 1 J [x"(t) - %] at, (6.224)
-» oo oJ:
.
B (T)=lim % J i) it 1) dt, (6.125)
T-so0 o
T
R(T) =lim 1T_ J ¥ty - Y][x(r)(t+'t) -X] dt, (6.126)
T—seo o) !

kterymi se dFive uvedené pearametry nahrazujf. Je viak tfeba vidy pamatovat na to,
%e to je moZné jen u ergodickych néhodnych proceel a %e znaménko rovnosti zname-
né konvergenci podle pravd&podobnosti. Funkei (6.125) nezyvéme v souladu s

(1.31) autokorelsdnf. We obr. 6.28 je priklad n&kolika reaslizacf staciondrniho
ergodického procesu, na obr. 6.29 je pffklad n¥kolika realizaci staciondrnfho
procesu, ktery neni ergodicky.

X(t) X(t)

Obr. 6.28 Obr. 6.29

Zoevedenim ergodickych ndhodny¥ch procesd lze dét nZkterym peremetrim fyzi-
kdlnf v¥znam. St¥edni hodnota
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odpovidé stejnosmdrné sloZce procesu. Korelain{ funkece pro T = O (rowvnéd stiedni
kvadratické hodnotd)

— 1 1 (Mo
BO)=lim 1+ [[4"t) ] at
odpovid4d stFednimu vykonu. ProtoZe
B(0) = 6%+ Bleo) = 62 X2

lze B (0) interpretovat jako celkovy vykon procesu dany vykonem stejnosmdrné
slofky %! a vikonem 6 promdnnych (*st¥{davych") sloZek. Pro nulovou stiednt
hodnotu rozptyl nédhodného procesu 6? predstavuje vykon prom&nnfch sloZek nédhod-
ného procesu a sm¥rodatnd odchylka odpovidd efektivni hodnoté& procesu. Proto se
Zasto odstup signédlu od 3umu vyjad¥uje pomdrem efektivni hodnoty signdlu ke smd-~
rodatné odechylce Sumu,

6.3.3 Doba Korelace

Pro ataciondrnf ndhodny proces X(t) neobsahujfc{ determinované slozky lze
nalézt tekové T, , Ze pro T> To jsou néhodné veliZiny X (t) a X (t+7) prakticky
nezdvislé, Praktickou nezévislost chédpeme v tom smyslu, %e pro T> To je absolut~-
ni hodnota normované korela¥ni funkce fluktuaci.ndhodného procesu men3i ne¥ dané
&islo &, .Hodnotu T, nazyvéme dobou korelace a ziskéme ji FeZenim rovnice
(viz obr. 6.30)

r(%) <a r(0) =a
v (%) ( (6,227)
kde a je dané; a.< 1. Takto definované korelace zévisi.na zvolené hodnotd a.
8asto se pouZivé jiné definice doby korelace (viz obr. 6.31)
+ oo + @0

to:Jz_J r{T) df=ﬁoj R(T) dT, (6.128)
r{T) r(T)
1 '___1
:
|
|
|
|
{
l
|
} }
T _ 0 to t
Obr, 6,30 Obr. 6.31

tj. doba korelace odpovid4 3if¥ce obdélnika, jeho¥ vyska je r(0Q) a plocha je
rovna plode pod k¥ivkou r(7),
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6.3.4 Dvojice ndhodmych procesd

Podobm# jako jeme zavedli soustavy ndhodnych velidin, lze zavést i sou-
stavy méhodmfch procesd. V naSem textu se spokojime s vykladem zdkladnich vliast-
nostil dvojic néhodnyech procesd, priZemZ budeme predpoklddat spojité procesy.
Prechod na diekrétni ndhodné procesy je snadny.

U dvou ndhodnyech procest X(t),Y (1) mi¥eme zavést simultdénnt distribusnmf

funkei
Fxy{ X Xgpey Xy YaYaioo Ym it tay ~-«fn.f'1.t'a.~-.*'m ) =
= POX{ty) < xq,000 X(tn) < % Y (1)) < yq oY) <ym) (6.129)

e simulténn{ hustotu pravd&podobnosti

fxxy (Xa e X0 Ve Ym i bttt ) =

FX.Y ( Xara Xny Yoo Ymi ta.., 'fnu t'ﬂ---v fm ) (6.130)
%Xq.--..BXn 'By1.... ' %ym

n+m
L

Jsou-1i néhodné procesy X (t) a Y (t) vzéjemn® nezdvislé, je simulténnf hustota
pravd&podobnosti rovne soudinu individudlnich hustot pravd&podobnostf, tj.

fx'Y(X1|---| Xn. Y1‘..-|Ym; t1|-.-|tn. f;l"'lt‘m ) =

= fx (xq uxnitoeatn) s fy(yae Ymi toeoitm ). (6.131)

Definuji se sm{Bené momenty nméhodnych procesd, z nichf nejjednodu3sf je vzdjemnd
korelalnf funkce

+oe +oe
BX.Y(t“t?-) = E[X(tﬂ-Y(tz)] = J J.nyXY(x,y;f“fz )dx dy,
Sos o I
(6.132)
pP1ip.
Ryy (tata) = E[(X (1) = X (1)) (Y(1,) -y (1,)1]. (6.133)
Je zFejmé, Ze jsou-1li oba ndhodné procesy vzdjemn& nezévislé, potom
BX|Y( tq,tg) = X (tq)?(tz): (6.134)
pripadn&
Ryy (tnta) = 0. (6.135)

Dva néhodné procesy nazyvéme vzdjemnd staciondrni, nezdvisi-1i jejich
simulténni hustota pravd&podobnosti libovolného ¥4du na volb& poldtku osy &asu.

Pro takové procesy ziejmé&

E[X() . Y(t+ D] =E[Y(t). X (t-T)] = Bxy(T) =Byx -T). (6.136)
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Jsou-1i jeSt& nesdvislé, pak )
Byy(f) =%y . (6.237)

Dva mdhodné procesy nazjvéme simul ténng ergodické, jestliZe Xfselné cha-
rakteristiky zieskané na souboru dvojic realizaef miZeme s pravd&podobnostf blfz-
¥You jedné nahredit stfednf{ hodnotou v Zase Jedné dvojice realizect, tj.

T
PlIByy (D) -lim L I <) )lp’(t+t)dt|>g]=.o
! T##“To

Uvedené vlastnosti dvojic néhodnych procesd poufijeme p¥i rozboru kore-
1aénich metod p¥i{jmu signdld. ‘

6.3.5 Korelaimf pF{jem periodickyech signéld

Jedmou z Zastych dloh v radiotechnice je rozhodnout, zda v pPijimenéd sms-
si Bumu a uiteZnmého signdlu je periodicky signdl a zjistit jeho periodu. Tento
problém se Fe3f tzv. korelalnim p¥{jmem.

Predpoklédegjme, ¥e méme sm&s ¥umu N(t) a periodického signdlu s(t)
tj. méhodny proces

Fth = N{t) +s(t).

Provedeme-1i s timto signdlem operaci autokorelace (6.125) viz obr. 6.32, miZeme
pedt

T
B (T) =lim +°J‘ Ft) F(1+7) dt =Bgy (D + Byg (2) +By (1) + Bg (T),

T+ toe

(6.138)
sit) +Nit) / S B(T)
~ o
Obr. 6.32
kde T
1
B3y @) =lim_1 J SU) N (t+T) dt (6.139)
Bns (D =Tlim }— [ N(t) s (t+T) dt, (6.140)
>+ 1 0J i
rT
Bs (1) =lim L | sit) s(t+7) dt, (6.141)
Toeso00 TO.J
T
BN (1) =lim 1 | NtIN(t+T) at, (6.142)
- 4 00 0
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Nyni pFfedpoklédejme, Ze signdl a ¥um Jsou simulténné ergodické, nezdvislé a Ze

strednd hodnota ¥umu je nulovd. (Sum je staciomdrni.) Potom miZeme strednf hod-
noty v Zese (6.139) a (6.140) nehradit strednfmi hodnotemi na souboru realizact
@ vzhledem k nezdvislosti podle (6.137) psdt

sit) . n =5st)-0=0

BgN (7
a podobnd
Autokorelalmf funkei Sumu (6.142) mi%eme nahredit korelsén{ funkeil, o ni% vime,
Ze klesd ke kvadrdtu stFednf hodnoty, kterd je zde nulovd.

0 autokorelalsf funkci periodického signélu vime, %e je periodickd (viz
kap. 2.4) s periodou rovnou periods To signélu. Celkovd situace je ne obr.

6.33.
Provedeme-1i tedy

se signdlem operaci auto-
korelace a objevi-li se
po odezné&ni koreladnd
funkce Bumu periodickd

B(7

Bs(ﬂ*BN(T) sloZka, je v signdlu obsa-
BN(T) Zen determinovany perio-
dicky signdl. Jeho perio-
A / du urif{me z periody perio-
J dické sloZky autokorelad-
T n{ funkce.
Tato metoda umoZ-
B(T) nuje rozhodnout o p#{tom-
S To nosti signdlu skrytého

hluboko pod Sumem. Znalost
periody umoZnuje zjedno-
dusit wyfiltrovén{ pribshu
signdlu.

Obr. 6.33

6.3.6 Spektrdlni wykonové hustota

Determinovemé signdly jsme wyjadPovali bud v oblasti ¥asu nebo v oblasti
kmitoZtd, Spektrdlni vyjdd¥eni v oblasti kmitoltd Je vyhodné zejména pri filtraci,
kdy potlalujeme urlité kmito&tové sloZky signdlu. Proto se sneffme vyjédrit i
nédhodné signdly v oblasti kmito&td.

Bezprost¥ednd pouXit{i apardtu Fourierovych ¥ad, p¥ip. Fourierovy transfor-
mace pro néhodné procesy neni moZné., To proto, Ze
1) Reslizece méhodného procesu neni periodické, tudfi¥ nelze uZft Fouriero-

vy ¥eady.

2) Fouriertdv integrél z realizace nekonelné délky mekonverguje.

3) Semotny pojem spektra nenf vhodn¥; spektrum nese informeci o zcela
determimovanych vztazich mezi amplitudami a fézemi kmitd na rdzngeh
¥mito¥tech. U nédhodnych procesd nemohou byt tyto vztahy determinované.

Presto se apardtu Fourierovy transformace pouZivd i u staciondrnfch néhod-
nfch procest. Zavdd{ se spektrdlni vykonové hustota S(W). Pek S{w)d W pred-
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stavuje vikon v priméru zs velmi dlouhou dobu v kmitoZtovém pésmu 3fFfky dw.

Y kep, 2 2 v kap, 3 jsme ukdzsli, Ze Fourierowa transformace autokorele®nf
funkce u periodickych, pFip. neperiodickych signdlt je vfkonové, pFfip. energetic-
ké spektrum signdiu. Pokusme se nynf zjistit, Zemu odpovid4 Fourierovea transfor-
mace sutokorelenmf funkce néhodného procesu. Z realizace néhodného procesu x'(f)
vyjméme tsek ma interwalu [0 yT) s ktery oznelime xg(t)(viz obr. 6.34)

XMy, 0<t<T

XT(t)-_-
k1)) 0 . jinde (6.143)
a8 vypolitejme jeho autokorelaZni funkei
Ry (T) (budeme ddle predpoklédat, Ze
/ X4it) Xm(t) st¥ednd hodnota je nulovd a miZeme tedy
polo%it B(T) =R (T))

y
1
T Ry (T) = + J xr (1) x¢ (t+7) dt.

0 ~U Ot (6.144)

Jejil Fourierowa transformace se dd vzhle-
dem k nulové hodnot® mimo [0 ,T] zepsat

Obr. 6.34

ad s C 4 oo _ r
F[Rr(D)] = L@T(T) el¥Tgt =1 Ldr LxT(t) xp(t+T) ¢,

kde XT (w) je Fourierowa trensformace iseku xT(t) « Pro T+ too mifeme psdt, %e
Fourierova transformace autokoreladni funkce

FIR(D] = lim F[Rr(D] = lim L |Xp(0)|* = s(w). (6.146)

Hledejme nynd fyzikélni vyznem S(w). Energie useku xy{(t) je

o0

T oo .
wt

2 1
of X3 (t) dt=J._°.x%-(t)dt -oF LxT(t)dt J

L4 oo

='-§1T J._wXT(w)dw waT(t) el

A
dt = o3~ J'_wlx-, (W) Pdw.

7 energie mi¥eme urfit st¥fedni vykon
1 (M 1 [T 2 1=
P=lim —OI XT(") dt =7‘I_ -en'll‘l-!nccTIXT(w)l dw=‘2—ﬂj_‘”5(w)dw.

(6.147T)
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Ze vztahu 6.147 vidime, %e S(w)dW prestavuje promérny vykon ze velmi dlouhy
Zas, ktery nese signdl v pdemu kmitoZtd B{fky dW . VeliZin¥ S(w) #{kéme spek-
trédlnf vykonovd huastota a vztahy, které ji definujfl se nazfvajf Wiener-Chin&ino-
Yo wita:

S(w) = L_R () /9%t = g[R(7)] | (64148)

oo : _1
R(‘r)~=-2-lff“s(w) /% gu . F [Sw)]. (6.149)

ProtoZe korelsdmi funkce staciondrmfho néhodnéhe procesu je sudou funkci, je su-
dou funkef i spektrédlni v¥konové hustota a lze pedt

S(w)=2J‘ R(T) cos wT dT, (6.150)
[s]

]

R(T) 1 J S(wlcos w T dw. (6.151)
Ts

Pomoc! spektrdlnf vjkomové hustoty miZeme wyjddfit také rozptyl. Podle (6.116)
a (6,116) dostemneme :

6*<R(0) = L J'QS(w) dw =1 r’sw) do. (6.152)
2T | T, |

V uvedemfeh vztazich je spektrélnf vykomovd hustota S (W) definovéna Jek
na kladamych, tak ma zdpornych hodnotdch udhlového kmito¥tu @ , pFiZem?
Slw=S(-~w.
Zavedeme-1i misto tohoto (tzv. "dvoustranného”) spektra Jjednostrannou
"fyzikdlni" spektrdln{ vykomovou hustotu

S{f) =S(W+ S(-w) =2S(w) ; w=2Tf,

menulovou jen pro f> O, mé Wiener-ChinZinove vé&ta tvar
S(f)=40f R(T) cos 2T +T dT, (6.153)
R(T)=0J S(f) cos 29 f T df. (6.154)

Casto se zavd4d{ tzv. energetickéd 5ifka spektra A fo

1 [Teide -1 [
Bfg=—m | Sw)SL - J S(f) df
kde Sg= S(fg)je hodnota spektrdlnf vykonové hustoty ne urditém charakteristic-
kém kmitoZtu, obylejn® maximdlnf hodnota (viz obr. 6.35).
Podle zévislosti spektrdln{ vykonové hustoty na kmito&tu (resp. podle ener-
getické B1fky spektra) se Zasto ndhodné procesy rozd&lujf na ¥irokopésmové a tz-
kopésmové (viz obr. 6.36).
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1, 7 S(f)
st |
So |
i
| /
l
0 f 0 f
Obr. 6.35 Obr. 6.36

Idealizaci{ Sirokopdsmovych ndhodnych procest je tzv. bily Sum, M4 kon-
stentn{ spektrdélmf vykonovou hustotu (viz obr. 6.37). Jeho korelaZni funkce je

- No 7 jor
R(D) = ¢ LQJ dw

a2 proto¥e je (viz odst. 3.2.1)

2—1!— f elWTgw = §(1)

@estaneme
R(T) = No &(T).
(6.156)
Te snamend, Zp u Bflého Sumu jsou Hodmoty ve dvou rizafch libovolmE blfzkych
okemZic{ch nekorelovemé (obr. 6.38). Bfl} Sum se prote Zasto oznaluje jako abso-
lutn® ndhodny proces. Fyzikdln& ho nelze realizovat (srovnejte (6.152) a (6.147)).

S(f)
S{w) R(TD)
)
NSt o g
Nl S
0 f, W 0 T
Obr. 6.37 Obr. 6.38

ProtoZe spektrdlmi vykonové hustota neurduje jednoznaln& rozloZenf husto-
ty pravddpodobmosti, mohou existovat rizné nédhodné procesy s konstantnimi
spektrdlnimi vy¥konovymi hustotami a s rizmymi hustotami pravd¥podobnosti.
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V radiotechnickyeh aplikeacich se &asato vyskytuj{ ndhodné procesy lisfef
se tim, Ze apektrdlnf vfkonovéd hustota So{f) Jjednoho procesu je soustfedina
kolem kmitoZtu f = O, spektrdlmf vjkonovéd hustote S(f) druhého procesu je sou-
st¥ed¥na v Gzkém pdsmu kolem kmitoZtu f°:>> 0. Tvar spektrdlnfch vykonovych
hustot je stejny, tj.

S(f) =So(|f—fol)
(viz obr. 6.39). Je-1i Ro(T) korela¥nf funkce fluktuaci néhodného procesu se
spektrdlnf vykonovou hustotou ("fyzikdln{") So (f) a R (T) koreleimf funkce
fluktuacl ndhodmého procesu se spektrdlnf vykonovou hustotou S (f) s plati

R(T) = 2Ro (T) cos w, T, Wo = 2T fq (6.157)

Se(f) S(f)

Obr. 6.39

7. PRENOS SIGNLALS sousTavaui

Privedeme-1i na vstup soustavy signdl X (t) - buzeni, objevi se na v¥stupu
soustavy odezva vy (t) . Soustave trensformuje funkei gasu x (t) na vstupu na funk-
cei yi) na vystupu podle vztshu

y(t) = A {x(ﬂ} . (7.1)

Pravidlo A, podle kterého se transformace provéddi, se nazyvéd operdétorem

soustavy.
Soustavy dé€lime podle povshy operdtoru soustavy na linedrni a nelinedrnf.

7.1 LINEARNT SOUSTAVY

Linedrni soustavy se vyznafujf tim, Ze jejich operdtor je linedrnf, tj.
platfl

A{coxiti+ e xu®] = ¢ A{ x,t} + c; A{ ] @2

Vztah (7.2) se %asto naz¥vd princip superpozice. Odezva na soudet budicich
signdlt je rovna sou¥tu odezev na samostatné budici signély.
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7.1.1 Cherekteristiky linedrnich soustay
Podle (1.14) miZeme asigndl X(t) zapsat s vyuiitim vsorkowaci vliastnosti
Diracove impulsu

x(t)=Jt x (T) §(t-T) dT.

Pravou stranu vyrazu miZeme zapsat /3/ Jjako limitu soudtu, tj.
+ 00 ‘
x(t) = lim (1) atT) &(t-7). A .
( AT"O;__“[X ) aT] &(t-T) (7.3)

Zaéme-11 odezvu h(t) soustavy na Diraciv simpuls, bude u linedrnf soustawy odez-
va ns impuls & {t-T) s vdhou x(t) AT rowvne x(T) o Th(t-7) Odezva na cely signél
x (t) bude

+ 00

yt) =lim 3} [x(t)atlh(t-7),
T

AT~ T -o0

a vrdt{me-1i se k integrdlu, dostaneme odezvu na signdl X(1)

400

yt)= ‘[ x(TIh(t-T)dT =x@t)x h(t) |, (7;4)

o

¥e weteh (7.4) miZeme uplatnit Fourierovu transformaci (3.18) a pro spektrum

y¥stupniho signdlu dostanems

Y(w) = H(w). X(w)

]
(7.5)
kde X(W) je spektrum wstupntho eignélu a H(w) je prenocsové funkce soustavy.

Plenosové funkee soustavy je s impulsovou odezvou h(t) , tj. s odezvou
soustavy na Diraciv impuls, védzédna Fourierovou transformaci, tj.

H(w)=F [h(t)] | . . (7.6)

Prenosové funkce soustavy je komplexnf velilina

(w)

Hw) = P(w) + jQ(w) = Aw e o (7.7

kde A (W)= |H(w)| = Je tzv. smplitudovd charakteristike soustavy,
d(w)=arg H(w) je fézovéd cherakteristika soustavy,

Hw) | = VP'w)+ QXw) | (7.8)

Q W)
Plw - (7.9)

Stend® si snadmo dokéZe, Ze ;je—11 vstupni signdl er"t, bude w¥stupn{
signél (rozumf se v ustéleném stavu - jak plyne z mezi integrélu v (7.4))

o (w) = arctg S—

yt) = H(w,) eJ®! = A(w,) ellwot + < (wo]

(ds (7.5) dosedfme (3.32)). Tzn., %e odezvou linedrni soustavy na
x(t) =cos w,t

- 162 -



Je op&t kosinusovy signdl, jeho% emplituda a fdzovy posun jsou dény vlastnostmi
prenosové funkce, tj.

yit) = A{w,) cos [wot + ok {win) ].

Ze vztahu (7.5) je zrejmy vyznam pfenosovs funkce. Soustava miZe plsobit
Jako filtr, ktery ovliviuje spektrum vystupniho =ignélu - nékterd kmitodtové
sloZky propoudti, nZkteré potlafuje.

Poznemene jme jeXt&, %e k zaveden{ chsarakt:ristik linedrnf soustavy Je
mo¥né vyuZit jejf diferencidlntf rovnice s konstentnimsi koeficienty

d"y(t) d"yit) dy(t
Gn?tln— + 0n-1—d;%— Oy i’ji) +aoy{) =
=bm_Txrr(1)-+bm—E?n%T+ +p, 9 :(t)+b0w)

Pro prenosovou funkei pak platf /27

b . )m b _ . m_1~”‘ .
H(OJ)= m (Jw + Dm 1 (.]w) U + b1 Jw+ bO . (7.10)

an (ju™+ anljo)™ Yy ay je s do

JestliZe soustava prendsf kausdlni signdly x(t)=0,t <0, musf byt
dolnf mez v (7.4) nulové. Pro fyzikéln& reelizowstelné soustavy musi byt i
hit)= 0 pro t<0, tzn., 2e h{t-T)=0pro T> t . Potom must byt horni mez
v (7.4) rovoa t a odezva soustavy na buzeni Je

t |
yit) = | <D (T 8T |

Yztah (7.4) platf obecn&, zatfmco (7.11) platf pro x{t)=0Q0 a h{t)= 0
pre t < 0. ‘

(7.11)

7.1.2 Podminky nezkresleného pFenosu

Ze nezkreslenou odezvu Y(t) buzenf X (i} budeme povaZovat signdl, ktery
mé stejny tver jako X(t) . MiZe byt zpoZd&n v tase. Tzn., %e nezkresleny je
signdl

y(t) = k x(t-tg). (7.12)
Tomu odpovidd obraz (viz (3.12))

Q)to

Y(w = k X{w) €7°°° = “iw). X@) - (7.13)

Nezkreslujic{f linedrnf soustave tedy mus{ m{t prerusovou funkeid

.e-jwto

Hw) = k , O (1.24)
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viz obr. 7.1. Amplitudovd charekteristike musf byt konstantni pro v¥echny kmitod-
ty a fézovd charakteristika musi byt um&rnd kmito&tu

_ d(&)) = - Cdto o (7.15)
Fyzikélnf interpretace (7.15) je zfejmé: jestliZe se dv& kmitoltové sloiky majf
posunout o stejny Zasovy interval, musi se zm¥nit fdze um&rnd kmito&tu. ProtoZe
zména féze o N I vede jenom ke zm¥n¥ znaménka, piZeme pro idedlni fdzovou cha-
rakteristiku

a(w)=nT -wtyg , n-celé. (7.126)

Stupen nezévisilosti |H(w)|
IH(wl na kmitodtu se charskterizuje 3i{¥kou
pdésma. S1rkou pésma (propustnost{)
H(w)! linedrniho systému rozumime interval
< kmito¥ty, v ném# |H(w)| neklesne
j:>< pod 1 /{2 své hodnoty na st¥ednim
n¥ kmito¥tu. Idedlnf linedrni soustava
N by m&la mit nekonelnou $i¥ku pdsma
0 N w - takové soustava viek neni technicky
realizovatelnd. Nezkresleny prenos

zajidtujl soustavy s velkou avdak ko-
ne&nou 3i*kou pésma. V kapitole 3
jsme vid&li, Ze u redlnych signdld
ubyvé energie mesend na vysokych kmitoltech a proto ztréta tichto sloZek nezpl-
sobuje velké zkresleni. Podrobn&js1 analyzou zkreslenf{ emplitudové a fézové cha-
rakteristiky se zabyvéd literatura /247, [2/.

Obr. 7.1

7.1.3 ldedlnf filtry

V mafich dael3dfich uvehéch budeme skute¥né chareskteristiky soustav aproximo-
vat idealizovenymi jednoduchymi cherekteristikami a skutedné obvody nshrazovat
idedlnimi.

Idedlnf{ dolnf propust nezkresluje signély, jejichZ spektrum je na dhlovych
mitoZtech meniich ne? B [3'1]_. Signdly na kmitoZtech vy33ich ne¥ B se
zcela potla¥f (obr. 7.2). Impulsové odezva jdedlni dolnf propusti je (viz (1.7},
obr. 3.7, (3.12), (2.43))

ht) = FIH@1 =F Trect (52). giwte -

=-$r Sa [B(t-tg)]. (717

7 vyrazu (7.17) je z¥ejmé, Ze impulsovéd odezva {(obr. 7.3) existuje i pifi zépor-~
nfech t , akoli buzeni Jje pfipojeno aZ v okam¥iku t = 0. Praktickd reaslizace
takovéto soustavy s predikef nen{ moZnd a jidedln{ dolni propust neni fyzik4lné&
realizovetelnd.

Podobné neni fyzikédln¥ reaslizovatelnd idedini hornf propust (obr. 7.4)

a idedln{ pésmové propust (obr. 7.5).
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o (W)
F=-aty IH@
~N
S
~N
~
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-B 0'>N_ B w
Obr. 7.2 Obr. 7.3
[HwW | IHWI
N () (N g B
\ IHwW| \\
:; /:/; ; ~ " [Hiw)l
- B 0\\ B [A] - d)o 0 \ (bo ()
N\ \
Obr. 7.4 Obr. 7.5

Jako p*fkled reslizovatelné doln{i propusti uvedme schema na obr. 7.6.

{HW)

ht)




Ne obrdzku je nazna¥en i pribvéh premosové funkce a impulesové odezvy pro

1/ fL—C =B , VL;C = R /3. Je zFejmé, %e impulsovéd odezva Je podobnd
odezvE idedlni dolni propusti s% na to, Ze za¥ind v Zase t = 0.

T.1.4 Fyzikdlni realizovatelnost

Podle predchoziho odstavce je Zddouct stanovit podminkw fyzikdln{ realizo-
vatelnosti linedrn{ soustaxy. Uvedeme zde vyasledky prdce 7y,

Kriterium fyzikdlnf realizovatelnosti lze zformulovaet v oblasti Xasové a
v oblasti kmitoZtové. V Xasové oblasti mus{ byt odezve soustavy na Diraciv impuls
nulovéd pro t < 0. ¥ kmitodtové oblasti plati: pro fyzikdlni pealizovatelnost Je
nutnou a postalujfic{ podminkou, aby '

+e0
[Ln H{w)| oo .
_f 1+ w? dw <

(7.18)

Vstah (7.18) Je i;;;br—Pnleyovo kriterium. JestliZe amplitudovéd charakteristika
soustavy nesplnuje (7.18), nemé soustave kauzélnt odezvu, tj. odezva existuje
pred buzenim.

Ze (7.18) wyplyvé, Ze amplitudovd charekteristike |H(w)| miZe bgt rovna
nule na diskrétmfeh kmitoltech, ale nemife byt nulové na konengch intervalech
kmito¥td, protoZé integrdl (7.18) by divergoval. Ddle emplitudovd charekteristika
nemiZe klesat rychleji neZ exponencidla. Proto soustave a

|Hw)| = k éclwl

Je renlizovatelnd, zatimce soustava e

JH@] = k&%
neni reslizovatelnd.
Je nutno poznemenat, %¢ i kdy¥
idedln{ charakteristiky podle obr.
7.2, 74 a 7.5 nejsou realizovatelné,
JHWI lze se jim prakticky libovoln& p¥i-
bl1i2it, protoZe podle (7.17) 1lze
realizovat soustavu s amplitudovou

;;;// ¢ charekteristikou podle obr. 7.7 pre
/////// /////// libovolnd malé ¢ .
£
o, /// /// >
0 (A
Obr. 7.7

7.2 NELINEARNT SousTavy

U nelinedrni soustavy zdvis{, podobn¥ jako u linedrnf, odezva na buzeni

podle vztahu y(t) = A{ x(‘t)} .
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Operdtor soustavy A je viak nelinedrnf. v nelineérn{ soustav neplatf princip
superpozice. ‘

V praxi zi{skdvdme operstor soustavy nejlestiji méfenim. Zévislost mezi
odezvou a buzenfm vyjad¥ujeme Sasto mocninnou ¥*adou

y(t) =ag+ayx(t) +a; x3(t) + agdt) + - - (7.19)

Jednou z mejlastiji se vyskytujfefch souetav Je soustava, Lkterou lze
aproximovat mocninnou Ffadou (7.19) tretiho ¥ddu s A, = 0. Vyzna¥uje se tfm, Ze
pro malé vstupni (budicf) signély se chovéd jako linedrn{ soustava, pro welké bu-
zeni je odezva zkreslend v didsledku nelinearity (obr. 7.8).

h
y(t) y(t)

Obr. 7.8

VEimn&me si nynf odezwy nelinedrnf soustavy na harmonicky budicf signdl
x(t}) = Acos wt.

Ze (7.19) dostaneme

- ylt) =ay +a4Acos wt +a, Alcos?wt +0yA%cosdwt + -+
=oo+o1Acoswt+o,A’(17+—12—c052wt)+03A3(1zc053wt t

+ 3 cos wt o=

JA )+ =
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OzAz
= Qg + 5 + et

2
+ (01A+% Q3 A% ---) cos wt +(0‘2A + ) cos 2wt +
a; A’
+ (—%— + - )Jcos3wt+=Ag+Aqcos wt+Aycos 2wt+Azcos3wt+ -

Na vystupu dostévéme periodicky signdl, ktery mé periodu steinou jako mé budicf
signél - nenf viek harmomicky - Jje zkresleny wySdimi harmonickymi. Vznik vydsich
harmonickych se cherskterizuje Cimitelem
K = |Anl
™ nNolAy

smlnn tveru signélu Zinitelem zkreslen{

UZ A

km —D=2_

pip.

Pro obecné buzeni x(t) Je spektrum odezvy (7.19)
Y(w) =Fly(t)] = 2Tag8(w) +a, X (w) +ay X(w) * X (w) +
+ 0, X(w) % X (w) # X (w)+
Jestlife je svektrum X (W) soustfed¥no do pésma 5{Fky B, tii.
X(w) # 0 o Jwl< B,
X{w) =
0 W= B,

Je X (w)* X(w) nenulové v pésmu 5ifky 2B , X(w) % X(w) * X(w)
v pésmu B{¥ky 3 B atd. Uvedenjeh vlastnostf nelinedrnich soustav vyuZivéme napf.

u nésobiZt kmito¥tu.

Privedeme-1i ma nelinedrni soustavu

biharmonicky signél
X(t) = A1 Cos wyt+ A2 cos Wyt

bude odezva“
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y(t)=12- [, At+ QA3 1+ a,A,Coswyt +0 Ay CoS wyt+

+%— [0, A +a, A2 1(cos2wqt +cos2w,t) +

+ 0, AjA; [coslwyt wylt + coslw, - wy)t 1.

Je zFejmé, e vanikaji nejem ndsobky pivodnich kmitoZtd, ale také kombineZni
kmitolty. MiZeme-1i operdtor prenosu vyjdd#¥it mnoho¥lenem k-tého stupn&, vznik-
nou kmitoXty (dhlové)

w=0,

W=Nw,, n=12,

W=Nw, n=12,..., k,

W=|nwytmaw, , nm=12,...k, n+m<k.

Vznik kombinadnich kmito¥td (intermodulainf zkresleni) miZe byt neZddoucf. Na
druhé strané se ho vyuZivéd u modula&nich soustav.

/

7.3 PEENOS NAHODRYCH SIGNALS SOUSTAVAMI

Jak jsme jiZ uvedli, povaZujeme v radiotechnice za ndhodné nejen rusivé
_ signdly, ele také signdly uZitedné. Je proto namfst¥ v&novat pozornost ndkterym
zédkladnim otdzkém prenosu ndhodnych s8igndld linedrnimi i nelinedrnimi soustava-
mi, na které miZeme obvykle kaZdy rediotechnicky systém prevést. MiZeme uvalovat
dlohy dvou typl:
1. Urdeni{ ¥fselnych charaekteristik, zejména koreladn{ funkece a spektrdl-
n{ vykonové hustoty na vystupu soustavy (minimélnf dloha).
2. Ur&Zeni vicerozm&érné hustoty pravdépodobnosti na vy¥stupu soustawy
(maximsln{ dloha).

Z teSeni dlohy druhého typu miZeme obdriet i Felen{ dlohy prvého typu.

7.3.1 Prenos néhodnych signdld linedrnimi soustavami

Linedrnf soustave s impulsovou odezvou h{tl transformuje néhodny proces

X {t) na vstupu ns néhodny proces Y (t) ne vystupu podle vztashu (7.4)
400

Y(t) = J X(T)h(t-7) dT .

~s0
Stfednf hodnota procesu na vystupu bude pro fyzikdln& realizovatelnou

soustavu

¢ t
yy=ELy(t)] =E[J h(t-1) X(‘t)d‘t]=Jh(t—T)E[X(T)] dT. (7.20)

Pro koreladni funkci vystupnfho signélu dostaneme

By(t14t;) - ELYIt)- Y(tz)]-elj ST X(T) d'l‘J (t,-T,) X(Tp)d T, ] =

JJ h{ty-T) h (ty-T,) ELX(T) X(T)) dTydT, =
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\ PR Y
=ojoj h(t"_n)h(tz'tl’)ex(tn‘rn)dT1 d?%; . (T.21)

Tyto vztahy me ponikud zjednodusf, je-1i vstupni néhodny proces staciondrni

(viz odst. 6.3.2):

t
O =Elv(t)) = X [ hit-1)ar, (1.22)

LIS %
BY(tntz)=JJ h{t - h(ty- 5 )By(%-1,)dT, dT, | (7.23)

Ze vztahd (7.22) a (7.23) je zfejmé, Ze vystupni ndhodny proces nenf sta-
ciondérni{, protoZe se projevuje pfechodovy jev zplsobeny pripojenim procesu.
¥ pFipad¥, %e od okem¥iku t = 0 pripojeni procesu uplynul dostatedn¥ dlouhy &as,

tj. nastal ustdleny stav, bl{%{ se Y (t) stacionérnimu procesu a vztehy (7.22)
a (7.23) prejdou na

/ y(t) =?°Jh(‘t) dtT =Yy, (T.24)
$oo o
By(t,- t)=By® = [ h(a) [[ n(t)By(T+a=-t)dt Jan, (7.25)

¥ ustdleném stavu, kdy je néhodny proces Y (t) staciondrnf, mi¥eme urdit
Jjeho spektrélnf vykonovou hustotu. Vzhledem k tomu, Ze predpokléddme realizova-
telné systémy, miZeme meze integrdld rozdi¥it k-oe . Predpokldddme-13i nuloveu
stfedni hodnotu, miZeme psdt

o0 + o0 oo .
Sylw) = F[ Ry(T)] = j h(A) dA fh(t)dt J‘ Ry (T+2-1) 1% gt =
= J’ h(A) el*da J hit)ei®tat f Ry (T4a-1) 2% glet-ty

H' (@) H(w)- Sy ().

Je tedy spektrdlnf vykonovéd hustota Sy(w) ndhodného procesu na vystupu vézdna
se spektrdélnf v¥konovou hustotou Sy (w) na vstupu vztahem

Sy(w) = [ H(w) ? Sx(w) | . (7.26)

. Fyzikéln{ interpretace (7.26) je zFejms; |H(w)| predstavuje amplitudovou charak-
teristiku a tedy IH((.U) PVYkonovou.- Spektrdlnf slofky na v¥stupu linedrniho 8ys-
tému jsou Uméra¢ sloZkém na vstupu ndsobenym vy¥konovou charakteristikou. Vypolet
korela®nf funkre RY(T) pomoct Wiener-Chin&inovy v&ty ze spektrélni vykonové hus-
toty Sy(w) je Zasto jednoduf3f ne? vypolet pomoci impulsové cherakteristiky.
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T.3.12.1 Prenos bilého Bumu linedrnf soustavou

Viimn&me si nyni pF*ipadu ddlefitého v praxi, kdy na vstup linedrni sou-
stavy plsobf staciondrni néhodny proces se spektrdlni vykonovou hustotou rovno-
m&rnou na viech kmitoXtech (bily Sum) (viz obr. 6.37)

Sy (W) =No = konst. | @ € (oo +ee)

Zge bily Bum Zasto povaZujeme Bumy p¥ijima¥d, které majf spektrdlnf vykonovou
hustotu konstantn{ v 3irokém pésmu kmito¥td. Intenzita Ng t&chto dumd ne jed-
notku pésma se rovné FKT , kde Kk Je Boltzmannova konstanta, T je absolutni
teplota (XT = 4,10 '/ll pro T = 288K) a F je B3umové 2islo piijimade,

Spektrdln{ vykonové hustota na vystupu linedrnf soustevy je

Sy((d) = Nol H(w)?
tj. Jejf pribEh odpovidd prib&hu &tverce emplitudové charakteristiky soustavy.
Pro praktické vypolty se asto pouZfivé Bumovd 3irka pdsma soustavy. Méme-

1i soustavu s amplitudovou charakteristikou A(w) = |H(w)| , nabgvaeifcf mex.
hod}Aty na dhlovém kmito¥tu o , nahradime ji obdélnfkovou charakteristikou

0 ilw"wo|> 7By

Aj(w)=

A (w,) lw-w | < TBy

]
tek, aby vjkon bflého ¥umu pFeneseny ob&ma soustavemi byl ste:iny (odpovidéd nap¥.
obr. 6.35). 3f{Fku BN nazyvédme Bumovou S{¥kou pédsma soustavy.

1o Syde  JIH@ERW
2% SY (o) 2T H (wal?

To miZeme také prepsat (viz (6.149))

’-
1
; S5.LSv(e) du R{0)
N7 2NolHwal®  ~ 2NgIH(woR (7.27)

Koreladni funkeci wy¥stuoniho procesu dostememe bud jako zp&tnou Fourierovu trans-
formaci Sy(w) , nebo ze (7.25) a (6.156)

t o0 +toe
By(1) = J h(A) J ht) No § (T+A-t) dt da =

p=x- 4

Korelainf funkce na vystupu linedrnf{ soustavy souhlasi aZ na konstantniho &inite-
le s konvoluc{ impulsové odezvy soustavy.
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Doba korelace bilého ¥umu preneseného linedrni soustavou (uZ neaf "bfly")
je podle (6.128), (6.148)

s(0) 2
to = JRY(r) dt _ 2 _NolHO® (7.29)
Ry(0) Ry(0) Ry (0)

Dosadime-1i (7.27) dostaneme
1
to = !
2By | (7.30)

tj. doba koreleace Jjeo stejného Fédu jako prevrdcend hodnota ¥umové 3{¥ky pdsma
linsdrnf soustavy.

Zajimavy pFipad nastane, kdyZ jde o idedlnf pdsmovou propust (viz obr.
7.9). Spektrdlnf vykonovéd hustots na vyatupu je

NoA% lw-wo‘<%
[Hual A
et SY(U))=
1A
° 0 lw"wol>2
a koreladni funkce na vystupu idedlnf-
"/ _ ho filtru, na jehof vatupu je bily éum,
) 0 Wo @ Je
Obr. 7.9
-]_ Uo"-A/z N Az
- 2 =0 70 rgi L4y ¢ogi -4 =
Ry(D) =5 /Nvocosw‘l'dw- T [sm(w.,+2)‘l'sm(w° 2,)‘t]
Wo -A/2
2 2 At
=2 ————Noﬂrﬁo sin%t- cos @, T =N°£°A S'Z‘TZ Cos W, T.
2 (7.31)

vig obr. 7.10. Tento proces je pFikladem iizkopdsmového ndhodného procesu,

jehoZ spektrum je omezeno na izké kmitoltové pdsmo symetrické kolem wysokého
dhlového kmitoZtu Ws . Koreladni funkce Jje soulinem pomalu se m&nici funkce

Sa G%E) a vysokofrekven®ni slofky COS wo? . Doporufujeme ¥tenéfi, aby si ow&¥il,
e korelaXaf funkce ndéhodného procesu na v¥stupu idedini dolni propusti bude aZ
na konstantu odpovidat Zdrkované ¥d¥e v obr. 7.10 a Ze vztah mezi korela&nimi
funkcemi procesi na vystupu idedlnf dolnf propuati a idedlni pdsmové propusti

odpovidé vyrezu (6.157).
Rozptyl na vy¥stupu idedlnf pésmové propusti Jje
No Ab a

€% = Ry(0) =
Y Y T
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7.3.1.2 Obélke a féze
normélntho né-
No A%A " hodného procesu
2% 10y . na_vystupu uzko-
ﬂ \ pésmové linedrn{
\ ’ soustavy

V této kapitole
jsme se zab¥vali zdkladni-
mi charakteristikemi ndg-
hodngfch procesd podrobe-
n¥ch linedrn{ transforma-
c¢i. Pro stanoveni simul-
tédnnieh hustot nizkych
J'// F4dd miZeme pouZit metod

popsanych v odst. 6.2.6.

Obecnéd otdzka Feleni
hustoty pravd&podobnosti
nédhodného procesu na
vystuou linedrni soustavy
Jje podstatn& t&351.,

PomZrn& jednodule ji lze Fedit v pyfpad¥, kdy ndhodny proces na vstupu
linedrni soustavy méd normdlni rozlofenf. Potom néhodny proces na v¥stupu md také
normélni rozloZfen{, i kdy% se zmé&ndnymi parametry.

Jestlife néhodny proces na vetupu neméd normédlni rozloZen{, neni obecn¥
rozlo¥eni pravd&podobnosti nédhodného procesu na vystupu soustavy normélnf. Aviak,
zhruba ¥eleno, je rozloZeni ndhodného procesu na vystupu "bli%¥{" normdlnimu roz-
loZen{ ne¥ rozloZfenf ndhodného procesu na vstupu.

.Z t&chto dfvodd se budemobzabyvat Jjen problémem rozloZeni obdlky a féze

normélntho néhodného procesu. Tento problém se vyskytne v¥dy v jednodussfch pki-
padech demodulace a detekce signdlu v rediovych komunikainich a redioloka¥nich

Obr. 7.10

systémech.,
V kapitole 3.7. Jjsme se zabjvali obdlkou a fézf determinovanyerh signdll.

Podobn# pri splndni nékterych velice obecnych predpokladd /217 md¥eme zIskat z
daného staciondrniho ndhodného procesu X (t) novy pridrufeny (adjungoveny) sta-

cionédrn{ néhodny proces

+T

Yit) = H[xu)]-‘ﬂgwuj;t"_%d‘r (7.32)

a vychoz{ néhodn§ proces (za pFedpokladu, ¥e mé nulovou stfedni hodnotu) miZeme

vyjéarit
X(t) = E(t) cos Bplt), (7.33)

kde ndhodny proces E (t) je obdlka

E®) =J X*) + Yi) . (7.34)
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Néhodny proces
8(t) = arctg ;—(&; (7.35)

Jje féze ptvodniho procesu X(t) . Takte vyjédreny néhodny proces X(t) mdZeme po-
vaZovat za harmonické kmity modulované emplitudov® e fézové néhodnymi funkcemi

Predpokléde:ime nynf, %e X(t) je uzkopssmovy proces s velmi uzkou energe-
tickou B{Fkou spektra soust¥eddmého kolem vysokého iihlového kmitodtu Wo . Po-
tom se jeho obdlka E (t) (viz A (t) obr. 3.20) mént ve srovnéni s CosBp(t) v Zase
pom&rn& pomalu. Jeji spektrdlni vykcnovd hustota je soust¥ed®na v nfzkofrekveninf
oblasti a spektrum je velmi uzké. Vzhledem k vyjddFeni korelmZnil funkce pomoc{
spektra (vyraz (6.149)) @ zdvErim kap. 3.4 se pak korela¥ni funkce obélky m&n{

v zévislosti na ¢ velmi pomelu a hodnoty E (t) jsou siln¥ korelovény (to neplat{
pro korelaZn{ funkci X(t) - vztah mezi spektrem E(t) a X (t) je jeko na obr.
6.39 a tudf% vzteh mezi korelalnf funkef E(t) a X(1) odrovidd vyrazu (6.157) -
jako pr{klad uvedme odst. 7.3.1.1, obr. 7.10).

Je-1i Wo st¥edni dhlovy kmitolet, kolem n&ho¥ Jje rozlo¥eno uzkopésmové
spektrum méhodného procesu X (1), je féze

B, (t)=wo t - B) . (7436)

pri¥em? ndhodny proces B(t) se rovn¥# ménf v Zase pomelu ve srovnénf s COSQ, ()
(rychle se méni @Wot! , protoZe Wo je wysoké).

Desazentm (7.36) do (7.33) dostaneme pro uzkopdsmovy néhodny proces vyraz

X(t) = E() cos B(t) cos wut + E() sinB) sin wot

ktery, zavcdou;li néhodné procesy A (t), C (1)

A t) = E(t) cos B (t) . (7.37)

C() = E(t) sin () | (7.38)
ptejde na

X(t) = Alt) cos wet + Clt) sin wot. (7.39)

Ze vztahl (7.37) a (7.38) lze najit vyjéddfeni obdlky a féze pomoel A (t) a C(t)
které nezdvisf{ na W, :

E(t) = VA’(t) +Cht) (7.40)
- cw
B(t) = arcty At) (7.41)

ProtoZe proces X (t) byl stacionérn{, musf byt stacionérnf i A(t) aC(t)
(7.39) a také EWU) a O(t) ((7.37) a (7.38)). Uvedme ddle bez ddkazu, Ze je-li
pivodnf néhodny proces X(t) staciondrnt e norméln{, pak plat{ /21/:

1) Proces Y(t) je stacionérnf normélni,
2) Simulténnf rozloZent X(t) a Y(t) je normélnf a procesy jsou ve stej-
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nych okamZiciech nezdvislé.

3) Proceey A(t) a C(t) majf stejnou korelsdnf funkej jako proces X(t)
a tedy také stejny rozptyl.

4) Ndhodné procesy A{t) a C(t) jsou normélni s nezdvislé ve steingeh
&asech.

Predpoklddejme nyni, Ze na vstupu uzkopdsmové linedrnt soustavy je kromd
normélnfho néhodného procesu (7.39) také signdl s(t) . Signdl s(t) jsou wysoko-
frekven¥ni kmity s kmitoltem W, , které jsou emplitudowé i fdzows modulované,
tj. miZeme padt

st) = at) cos w,t + clt)sin wet . (T.42)

Potom ne v¥stupu linedrni soustavy Jje ndhodny proces

Z(t) = [ A(t) + a(t) ] cos w,t +[C(t) +c(t)] sin wt, (7.43)

ktery opét miZeme vyjdakit pomoct obdlky a féze

Z(t) = E(t) coslw, t +0O(t) ] I (744)
kde v souledu = vyrazy (7.39) - (7.42) je ‘
E(t)= | LA+ al®) P [Clt)+ct) (7.45)
. Cit) +c(t)
6t) =arctg ——m — . (7.46)
Alt) +al(t)

Ulohe ur¥en{ hustoty prawd&podobnosti obdlky se nyn{ shoduje 8 lohou, kterou
Jjsme Fe3ili v odst. 6.2,7. Pro dany Zas méme dv& normélnf ndhodné velidiny
(AR +al)] & [Cl)+ c(t)]) se stfednfmi hodnotemi alt) a c(t) a se
stejnymi rezptyly. Urdujil soufednice néhodného bodu. Vzddlenost R bodu od po-
&dtku odpovidd hodnot® obdlky E (t) e mé Raeyleigh-Riceovo rozlo¥eni pravd&podob-
nosti ' r2s aq(t)

r -S>z r o)
& e 262 Io( o

) i r>0

firt)= (7.47)

0 i r<0:

ke ol (t) = aX) +c*(t) . Pripomenme, e s ristem %.— se rozloZenf bl{Zf
normélnimu (r jsou hodnoty obdlky E (t) ).

Chybi-1i v ndhodném procesu determinoveny signdl, prejde rozloZeni na
rozlofent Rayleighovb_
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'Er,__ e_T&! l r>0|
f(r) = (7.48)
0 i r< 0. B

Distribulni funkce obélky, tj. prevd&podobnost, ¥e obélka E (t) neple-
krod{ danou hodnotu r , Je

1 roo_ r2+ o) rait) |
p(E(t)<r)*'6—‘gJ re 2¢ IO( 52 )dr,
co¥ po dpraws /21/ a4
_r2aedt) oo n
PEM) <r) =e 28 ) (L)1 (%5). (7.49)
n=1

Abychom urdili jednorozm&rné rozlo¥eni féze ndhodného procesu (7.44),
vralme se k Zlgnku 6.2.6. Podle n&j jsme v &ldmku 6.2.7 urdili obecny vztsh

fre (17) = rixy ( rcos , r sinan), (7.50)

Protele hustota fo’ je dvourozm¥rnéd hustots pravdZpodobnosti nezdvislého né-
hodnéhe procesu, dostanems

_lLrcosw-al® _[rsinw-ct)]?
r . T
fro(n¥it) = 5o e e e 2¢ . (7.51)

Petom jedmororm¥rnd hustota pravd&podobnosti féze Jje
o [rcosvr-alilrsinp-c(h]?

fe(’V\t)=f('V‘)=—2Jﬂ:iJ re 26* dr.

Zavedeme-1i
a’(t) = a¥(t) + cX(t)

clt)

'l’;(t) = arctg m

dostanewme

_ o) T rl-2rat)cos [v-w(t)]
Hnt) = 5e7 e [

Z¢? re 26* dr.
0

Doplnfme-1i exponent na dplny &Etverec a provedeme substituci

z=r-o(t) coslv-t) ], gostaneme

_ oA 2 (B)] .z
flw, t) = 2;[6, e 20% sin‘{v-7, Z +0L(t) cos[v‘-'o.,(t)]} o 26 dz,
—u(f)COS[’U‘—%(t)] (7.52)
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Integrél (7.52) rozdslime na dva integrdly. Prvy z nich vede na ' funkei a
druhy je Laplaceova funkce ¢ (viz (6.90)) s v¥sledek dd
T ()
-2 it (o (1))
(X«(t)COS['U‘-'U‘o(t,] g [ dg-(t) COS['U"'U’O“)] e 754 ° '

€ 27

%) -F=<v <sv, )+ T. (7.53)

Predpoklédejme nynf, %e signdlem jsou hermonické kmity & dhlovym kmitodtem @o ,

emplitudou y, , tj. slt)= UgCos@t a ()= Uy (1) =0

1 -5 s cos?”r ___2__s2sin21r
f('l".t)=f(‘l7‘)=’2—j'-'e_2- +_V§__??—e $lscosw],
<] (7.54)

kde S Jje pom&r amplitudy signdlu ke sm&rodetné odchylce Xumu. K¥ivky hustoty
pravdépodobnosti fdze normdlnfho ndhodného procesu po prichodu linedrni Uzkopédsmo~

vou soustavou Jsou na obr. 7.11.

fol |

09 5=10
v

08
/]

/ ‘}3 032
0
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Obr. 7.11
Porovnédme-1i sou¥in hustoty pravddpodobnosti obdlky (7.47) a hustoty féze
(7.52) se simulténn{ hustotou (7.51), zjistujeme, Ze (pro stejné okem¥iky) ne-

jsou obdlka a fhze nezdvislé. Pouze neobsahuje-li signdl determinovanocu sloZku
( s=0,x(t)=alt)=clt) =0 ), je (7.51) reoven soutinu (7.54) a (7.48), tj. obdlka
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a fdze jsou nezdvislé,
Z tvaru huatoty pravd&podobnosti plyne, Ze stfednf hodnote fdgze

E[®]1=0.
Rozptyl pro slabé eigndly je /21/

. |
=L -s 2T | s<<1, (7455)

pro silné
o1
G'; =7 i s >>1, (7.56)

Redu vztahd pro eproximaci hustoty féze nalezne &tend¥ ve /217.

7.3.2 Prenoes néhodnyeh signdld nelinedrnimi soustawami

Ndhodny proces Y (t) na vystupu nelinedrni soustavy je se vstupnim ndhod-
nym procesem X (t) vézén operdtorem soustavy (7.1). Potom korelafni funkce vystup-

niho procesu Jje

By(tutd=E[A{X W)} - A{X (1)} ] =
- J A{ x,} A{ xz} f(XuXa; tuty) dxy dx, . (7.57)
Je-1i néhodng proces X (t) staciondrnf, bude i A{:X(t)} stacionérnf a jeho
korelaZni funkce bude
400 400
By(T)=E [A{X(t)} X(t +T)}1= J A{ x4} A{ Xy} F(x4,%y;T) dxydx,
T (7.58)

a stFfedni hodnotu nalezneme jako

E2LY(t)] = lim B y (T).

T+ 400

"ProtoZe hodnoty X, @ Xq se pro T »+oe stévajl nezdvislé, dostaneme

E2[Y (1)) = jA{}f(x)dx]2 . /

a tedy
+00
y=ElY(1)] = LA{x} f(x) dx. (759)
Rozptyl urZime z hodnoty korela¥ni funkce v nule. UvéZime-1i, Z%e pro -0 je
Fxy %g; T = F 00T %9-%0 ), dosteneme ze (7.58)
By (0) = J A {x} f(x)dx —_-.6’3( +yi. (7.60)
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Primy v¥po¥et imtegrdld (7.59) a (7.60) je obtiiny. Proto se %asto hustota prav-
d&podobnosti v (7.58) rozklddad tak, aby prom&énné X; a X, byly rozdsleny.
Metody jsou bli¥e popadny ve /217.

Pro urlenf{ hustoty pravd&podobnosti vyuZ{vdme metod popsenych v odst.
6.2.6,

8. MODULOVANE SIGNLELY

Jek jeme uvedli v prvé kspitole, pRendSime 2prédvy v podobd signdld. Signdl,
ktery odpovidd zprdvé, nenf ve v&t3in& pFipadd vhodny pro rédiovy pfenos a to ze
dvou hlavnich ddvodi:

1) vyzefovdni entény ne kmitoXtech, na nich? se nachdzi spektrum signdlu,
neni dostateln® efektivni,

2) je treba od sebe 0dd&lit spektra signéld rdznych ufivateld spole&ného
pFenosového media (volného prostoru).

Proto Jje treba signdl transformovat tak, aby jeho spektrum leZfelo ve vhodném
pésmu kmitoZtd. Transformace spolivd v tom, Ze signdlem nesoucim zprdvu (primér-
nim) ovlivnujeme perametry jiného signdlu (sekundérniho) tak, sby jeho spektrum
splnovalo poXadavky na premos /4/.

Zmin&né transformaci rikéme modulsce, primérnimu signdlu signdl modulsini,
sekunddrnimu signdlu signdl mosny (n&kdy teké nosnd vlina, nebo jen nosnd). Modu-
lec{ se z nosného signdlu stdvd modulovany signédl. _

Y radiotechnice je nosnou nej¥ast&ji harmonicky vysokofrekvenéni signdl.
Spektrum modula®nfho signdlu Jje Uzké a nachdzf se (reletivn¥ k signdlu nosnému)

v nizkofrekveninfi oblasti, Proto modulovené signdly miZeme ve v&t¥in& p¥{padl po-
vaZovat za Yzkopdsmové.

Nosné i moduladni signdly mchou byt jak determinovené, tek ndhodné. V tome
to textu budou nosné i moduladni signdly determinované.

V 1. kapitole jame signdly rozd&lili ne
1) (spojité) eignély (se epojitym Zasem),

2) diskrétn{ signdly (se spojitym Easem),
3) spojité posloupnosti (spojity signdl s diskrétnim Zesem),

4) diskrétnf posloupnosti. g////

Jak modulalnf, tek noeny signél mi¥e pat¥it do Jjedné z t&chto 4 tr{d, tak-
%e by bylo mo’imé uvést 16 typd modulaci.

Nejlastdji se wyskytuje p¥ipad hermonického nosného signédlu (spojitého se

spojit Xasem). Modulalni signdly mohou byt wdech ¥tyr typl. Téchto typd nosnych
a modulaXnfch signéld se poufivé u amplitudové a Yhlové modulace.

Pokud pou%ijeme moany signdl s diskrétnim &asem, je nutné v p¥ipad& modu-

la¥nich signdld se spojitym Zesem zajistit tzv. vzorkovéni, u signdld s diskrét-
nim Zesem synchronizaci. T&chto typld signdld se pouZivé u impulsové modulace.

U diskrétniho nosného signélu s_diskrétnim Zasem je tieba krom& tzv.
yzorkovén{ zejistit kvantovénf, pr{p. kodovédnf. PouXivé se u impulsové k6dové
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modulace a ddle u tzv. klffovédn{, u n&hoi Je modulaln{ signdl diskrétnt.

Ostatni typy modulsci se bud vyskytnou z¥{dke, nebo pFejdou na viie uvede-
né. Budeme se proto dédle zadyvat:

1) modulac{ hermonického nosmého signdlu,
2) impulsoveu modulact,
3) kodoveu modulact.

Krom# modulace se budeme zabfvat demodulaci, tedy opainym procesem, p¥i
nmén% z modulovaného signdlu ziskdme plivodni modula¥ni signdl.

Ve viech pripadech budeme pfedpoklddat, Ze modulaZni signdl je kmito&tow¥
omezeny, tj. jeho spektrum je nenulové pro |w| < Wpn.

8.1 MNODULACE HARMONICKEHO NOSNEHO SIGNLLU

Harmonicky signdl
Acos(wt+4¥) = A cosw(t)

je popeén tfemi parametry. Amplitudou, (dhlovym) kmitoltem a fdzf ¥ . V3echny
tFi parametry mdfeme ovliwvnovat modulsnim signdlem. Rozeznévéme tedy modulaci
smplitudovou, kmitodtovou a fdzovou. PFi kmito&tové i fdzové modulaci ovlivaujeme
celkovy Pézovy Uhel a nazyvdme je proto souhrnn& dhlovymi modulacemi.

8.1.1 Amplitudovd modulace
8.1.1.1 Amplitudovd modulece s potlalemou nosnou vlnou
a) Princip modulace

Ovlédejme modulaZnim signdlenm s(t) pPimo anmplitudu mosného signdlu tak,
Ss je rowna A Sit) a tedy modulovany signdl je

Sgelt)= Ac sit) cos wct (8.1)

( Ac je smplituda nemodulovené nosné vlny). V soustevé realizujici modulaci se
tedy nésobf moand vlma Accos @t modulainim signdlem s(t) (obr. 8.1).

Hledejme nyn{ spektrum modulovaného signélu. Predpoklédeiime, Ze spekirum
modulaZntho signdlu je S{w)<> S(t) ., Spektrum nosné jsou dva Diracovy impulsy
Accos wpt « TAc [&(“’_"Uc) + §(w +wc)] (viz 3.47). Obraz soudinu signdld -

d4 konvoluei
Sec (W) =%I' T AL 8(w-w) + Sw+w)] % S(W),
.1

coX podle (1.42) je (obr. 8 )

Ssc(@) = B8 [S(w-we) + S(w+we) ) |, (8.2)

7 vyrazu (8,2) i z obrézku je zrejmé, Ze:

1) Neobsshuje-1i spektrum modulaZnfho signdlu stejnosmérnou sloZku, t3.S(0)= o,
neobashuje modulovany signdl sloZku na kmitoZtu nosné, tj.S (we) = 0. Proto
tuto modulaci nezyvédme modulacf s potlaiemou mosnou vlnou. Casto se znaZ{
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Ac cos wt

s(t) Sgcltl = Ac s(t) cos wet
—
S (w)
s(t) S(0)
e
0 \ t 0 w
: TA TA
Ac COS @ t ¢ c
-
- We 0 We W
Ss) hqrml
sgclt) \ Ac;w) pasmo
R 1 —_——
0 'dﬂc 0 éoc W
. . dolni
zmena faze pdsmo
Obr. 8.1

SC (suppressed carrier).

2) 8{fka pésma modulovaného signdlu (tj. fyzikdln& existujfct sloZky na kladngch
' kmitoftech - v obr. 8.1 &rafovéno) Je dvojndsobnd proti %ifce pésma modulsi-
nfho signdlu. Spektrum modulednfho signdlu se objevuje dvakrdt - jako hornit
a dolnf postrann{ pdsmo - symetricky kolem kmitodtu nosné. Proto tuto modula-
ci naezyvéme modulac! se dvEma postrannimi pésmy a ndkdy zne&fme DSB-SC
(z anglického double-sidebend).

3) Prochézf-1i modula®ni signdl nulou a m&nf znaménkp, m&ni se fdze nosné o
180°.

K zfskénf modulace DSB-SC nenf nutny harmonicky nosny signél. Jako nosnou
miZeme pouZit libovolny periodicky signdl s periodou T¢ = 2T/ we.
Situece je ztejmé z obr. 8.2. 7

Modulalnim signélem S(t) se ndsobi nosny signdl p(t) . Spektrum modulowa-
ného signélu ziskéme konvolucf a tvori ho laloky kolem nésnbkd kmito&tu We -
Filtreci pésmovou propustf{ odstrsnime viechny leloky krom& laloku na kmitoZtu
Gc a ziskdme tak signdl DSB-SC.
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S(w

stt)
——
0 T
t 0 W
‘ ‘\h_-"-' P(w
pit) ‘ /,/ \\\
\ .
-3we i 7 N @
0 TC t 1 ///:ch -wC 0 We zu}c\\ J
1
SSC“) Ssc(w)-'z—TS(w)* P(w)
IH.(w)I //’
0 T AN
l
13w _)(_/ .1
' /'26)(_ - We 0 We 20}\\\%
Obr. 8.2

b) Modula&n{ soustavy DSB-SC

Nodulaci DSB-SC miZeme realizovat pomoct

1) soustavy promdmné v ase,
2) nelinedrnf snustavy.

Soustays promEnnd v Zase vyuZivé principu podle obr. 8.2. Signdl pit)

se reelizuje pripfnénim & odpojovédnim moduladnfho signdlu. Souddst{ soustavy mu-
s{ byt pdsmové propust led¥nd na kmitolet nosné, kterd potla¥f ostatn{ produkty
-~ viz obr. 8.3. Soustava se mi¥e realizovat v podob& tzv. kruhového modulétoru.
Predpoklédéme-1i, %e smplituda nosné Ac Jje vidy Ac >> |s(t)| , pak , Je-1i
nap&t{ v bod® C kladné proti bodu d , jsou vSechny diody oteveny. ﬁbytek
nepét{ na dioddech D, & D, Jje stejny, tudfZ potencidl svorek @ a b je stej-
n¥ a nme vystupu je nulové nap&t{. PFi zm&n& polarity nosné se diody zaviou & na
vystupu je signdl s(t) .

Soustava 8 nelinearitou je na obr. 8.4. MiZeme-1li psét pro zévisloest prou-
du nelinedrniho prvku ne pfiloZeném nao&ti

i = au + bd?,

pak,protoe ulns(t)ﬂ:os wct e u2=-s(t)¥coa wuty miZeme psdt pro proudy 1,1 a 12

iy = auy + t;Jf = alcos wrét +s(t) 1+ b[cos“w(_;'t:? s(‘t)cos'wct+sz(t) ],

ig=au, + bu) = alcos wet —s(t) ]+ b [cos®wct —2s(t)cos wet +s2t) 1.

a nap&tf na vstupnich svorkéch pdsmové propusti je
u, = {,R=i,R = 2R [as(t) + 2b &(t) cosw t].
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SloZku s(t) odfiltrujeme. Vzhledenm k symetrickému zapojeni moduldtoru se ne¥ddouct
produkty (zejména nosné) rust - proto se tento moduldtor nazyvé vyvéZeny.

AN

sit)

We

128

Ac cOs (‘)Ct
Obr.8.3
Iy
)
Ny ‘Ilé °
p . |Hy(w)]
AT %

&

sit)

+ u> i [ 5 | | s

P

s(t)

| Hy (W)
Obr.8.4
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¢) Demodulace nigg‘ 414 DSB-8¢

Demodulace signéld DSB-SC se uskuteZnuje stejné jako modulace - tj. ndso-
benim, a% na to, Ze za souinovym obvodem musf byt dolnf propust (obr. 8.5).
Pledpoklédéme-1i Ze A = 1, dostaneme nésobenim modulovemého signdlu SSC(U
kosinusovkou, jej{% kmitoet je roven kmitoZtu nosné, signdl (viz 3.16)

s(t) cos® et =-%— st) [1+cos 2w t] = -12- S(w) +-2— [S(w-2wc)+Slw+2ey )l

3
[

(8.3)
sscm |H,(U)| s(t) Ten obsahuje, aZ na konstan-
X i = tu, spektrum pivodntho sig-
sﬂ)coswct ndlu. Déle obsahuje spektrum

posunuté na kmito¥et 2 W¢
Dolni propustf s amplitudo
vou charekteristikou

IH, (w) | se Ifst spektra
kolem kmitoZtu 2 W,
potladi. Z uvedeného je\pg-
trné, Ze struktura demodu-
ldtoru DSB-SC je stejmd ja-
ko strukture moduldtoru.
Rozd{l je Jjen v tyou filtru.

Signdl pouZfity v de-
moduldtoru nemusi{ byt har-

T
1 monicky - staf{, bude-~li
# periedicky (podobn# jako pfi
’ modulaci) s periodou
Sgclt) O i 1 s(t) To=2T/wc - Potom pFi
demodulaci dostévdme signédl
cos Wt = (viz (3.27) e (3.32))
I
474\
l ¢
Obr.8.5
s(t) cos wgt -plt) «— —12— ?1? [SW-we) +S@+we))%27) cn§(w-nawg)
N=~oo

— % fcn{ Slw-(n+Nwcl+ S[w—(n—ﬂwc]}
= (8.4)
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Je zrejmé, Ze v (8.4) je svektrum pivodnfho signdlu e dalsf sloZky, které je
tfeba potle¥it dolni propustif.

f
:t)__ _ fig) = A1
! lsﬁnrnox
T N
-1 — | —— :
Acttem) d st __4
Ac -’T nll/r,ﬂh\ . 'mm<1
(1-m sm) n R _
Aol N
-Ac“"m AM) u'” ‘H/"u;'u i
Ac | J JJ :
-Aghmy ) 2
sl |
2AcT—— n
: 'ﬂ¢ W | mm=1
Ac W
[
ﬂhL
/V'

AT
Samlt) I\ Maw > 1
|
Al
TS
Mﬂi u_y/ A'A'AV
S |

Obr.8,6
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Uvedené zplsoby demo-
dulace vyZedujf generowat
v demoduldtoru signdl se
stejnym kmitoZtem, jako je
mitoZet pivodni nosné. Pro-
to mluvime o synchronn{ nebo
koherentnt demodulaci (n&-
kdy i modulaci).

Li&{-1i se kmitoZet
signdlu generovaného v demo-
duldtoru o A w od kmito¥-
tu nosné, bude za soulino-
vym &lenem signdl

-
e

s(ticos wc/t cos(we+aw)t=

=—;— s(t)[cos awt+

+cos(203c+Aw)t ).

SloZke ne kmitoftu 2 We+ AW
se odfiltruje a na vystupu
demoduldtoru dostaneme
signdl %— s(t) cos s w t,
tj. moduladnf{ signdl ndsobe-
ny pomalu se m&nicf funkeci
cos awt. Uroven
signdlu tedy kolfsd.

NeZddoucim zplisobem
se uplatnuje i fézovy posun
nosného signdlu generovaného
v demoduldtoru vi¥i nosnému
signdlu generovanému v modu-
ldtoru. Je-1i poeun Y ,
bude vystupni signdl demodu-
ldtoru

spl) =1 stty cos(awt+¢ ],
(8.5)



Je-1i Aw= 0 , bude wroven prijimeného signdlu stdld a zévield na fézovém po-
sunu. Pro Y =+ ¥/2 signdl na vystupu demoduldtoru zcela wymizf. Tato chybs
ge uplatni nap¥. p#i pfenosu na velkou vzddlenost, kdy v didsledku kolfsédnt v&!ky
ionosféry se mi¥fe m&nit i fdzovy posun ¥ .

Pro generovéni noené v prijimsedi, jeifZ kmito¥et i fdze soublas{ s kmitoX-
tem a fdz1 noané we wys{lali, se pouZivéd zvlditni obvod,. tzv. Costasove smylka
(viz 1it. /247, L2/, prip. rozbor /3/). Jeho pou¥it{ je z hlediska ekonomického
vhodné tem, kde jde o spojeni mezi jednim vysflafem a jednfm nebo né&kolikae mdlo _
prijima¥i. Je-1li pFijima&d hodn¥, je vfhodnZ:is{ vysilast s nosnou vlnou a zjedno-
duBit prijimad.,

8.1.1.2 Amplitudové modulace 8 nosnou vlnou

o) Princip modulace

"Priddéme-1i k sigmélu DSB-SC nosny signdl, neni nutné ho v demoduldtoru
prijima¥e generovat., Toto je nejZastZjs{ zpisob amplitudové mod odulovany
signdl Je /

sam®) = s(t) cos Wt + Ac cos wet = [Ac+slt)] cos wet.

(8.6)

To miZeme je¥tZ pF¥epsat

Isit|

samlt) = A [1+ ——Agm* f() Jcoswet = A [1+4myy £ (t) ]cos w t.
(8.7)

Zavedli jsme tak modulaZn{ signél f (t) , jehoZ maximdlnf hodnota je rovna

Jednd
s(t)

f(t) s ————— (8.8
) - Istlimax ‘
Ginitel "
|s(th a
mAM = _'—A'Crn_x (8.9)

nazyvéme Zinitelem hloubky modulace. Je ziejmé, Ze pri myy> 1 , tj. pri

Ac < s(t) dostévéme predchoz{ p¥ipad modulace, ztrdcime vyhodu modulace
8 nosnou vlnou a signél musime demodulovat synchronnim demoduldtorem. Situace
pro rizné ¥initele modulace jsou na obr. 8.6.

Spektrum emplitudové modulovaného sigmélu s nosnou vlnou je (obr. 8.7)

[Ac +s(t)jcoswct — Spu{w) =

SaM (t)

TAc 6w - @) + 8w we) 1+ [Sw-we) +Slw +w)l |

(8.10)

Je zFejmé, ¥e modulovany signdl mé op&t dvé postranni pdsma a zabird dvojndsob-
ny interval kmito¥td neZ pivodni moduladnil signdl.
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S{w)

sit) S(0)
‘—-—-.
@
sm(t) FAc
~ S0)
Ac 2
0 —
'AC ——

.

Porovméme-1i vyraz (8.6) s vyrazem (8.1), je zre:imé, Ze miZeme op&t
pouZft moduladni soustaewy (obr. 8.8)

Obr.8.7

b) Modulaini soustava pro AM

1) prominné v Zase,
2) s nelinearitou.

i(t)

s(t) :
N ] ' )
| |HW)| o Hw)|
We s(t)
Z | sl RITWMI L Z | st
Accosct
p—C) o)
Accos wet T
B—g—p—g——
s(t)
saut)
Accosqt

Obr. 8.8

U eoustavy promnné v fase, kde je prepina¥, miZeme op&t proces modulace
chépat jeko nésobenl signélu S(t) + AcCOSw.t obdélnikovym signdlem p(t) (obr. 8.9)
Spektrum tohote souZinu je pivodni spektrum pesunuté na ndsobky Wc . Filtract
ziskédme amplitudove modulovany signdl.

.

U soustavy s nelinearitou ziskdme vysledek podobn& jako u soustaevy
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sit) + Accos wet = ' {‘% ]
) 0 we w

~ g
plt) I

Obr.8.9

DS-SC. Je-1i charakteristike nelinearity i= au+bu?, dosteaneme
uglt) =R[aslt)+aAccoswct +b skt +2b slt) Accos wct+bAzccos’wct]
= R[a Accos Wt +2b Ag slt)cos wet 1+ Rl a stt) +b s') +
+—%—b£‘c (14 cos 2w t) )

Prvéd hranatd zdvorks odpovidd modulovenému signdlu, druhd sloZkém, které odfil;

trujenme. ) .
Realizace obou -systémd miZe bft stejnd - zdleZ{ na tom, Jjakou charskteris-

tiku diody uvaZujeme. V praxi se pouZiwaji sloXit&j3{ modulalni soustevy. Jejich
popis se vSak vyaykd \lelu naseho textu.

¢) Demodulace AN
K demodulaci AM signdld lze pouZit dvou obvodld /3/, jejichZ &innost se zdé
byt etejmé. Jsou te .

1) detektor s usmérnovalenm,
2) obdlkovy detektor.

Ginnost obou detektord je riznd. Detektor s usmérnova&em pracuje ne prin-_
cipu synchronnf detekce, priXem% nosnéd nutnd pro ovldddni &asov& prom&nného obve-
du je pPftomnd v signdlu. Obdlkovy§ detektor je nelinedrni obvod, jeho% vystupni
mapdt{ sleduje obdlku vetupniho sigmdlu.

Usmérnén{ modulovaného eigmdlu u detektoru s usmirnovadem je ekvivalentnf
nésoben{ obdélnfkovym signdlem p(t) , jeho% periode To=2T/wW¢ odpovidd kmitod-
tu nosné. Obramzem soufimu modulovaného signélu a signdlu p(t) Jje konvoluce
spektres Sam(w) a posloupnosti Diracovgch impulst (obr. 8.10). Vysledkem je =
posloupnost lalokd pivodniho spekira ndsobenych konstantou. Dolni{ propusti wvyfil-
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[Ac +sit)] cos Wt

Sud 4~
Sanlt) w \

~ .
||||| - P~

“2we - & 0 We 2w W

sanlt). pit)

N\

Obr. 8.10

trujeme lelok ne nizkém kmito&tu odpovidajicf moduladnimu signdlu S(t)

1 +oo 1(!’1-1)/2
santh-pt) — =Sy (e ) A S (w-nwg) (8.11)
N=-eo
licha

Dosadfme-1i do (8.11) za S,y vyraz (8.10) a vezmeme-1li v dvehu jen Zleny kolem
W=0 (ostatnf pFedstavujf sloZky potlafemé filtrem), dostaneme signdél na

v¥stupu demoduldtoru
1
Sp(t) =— 3 S(w) + 2 Ad (@) .

. (8.42)

ti. 1 :
SD(t) =5 [Ac+ s(t) ]

Obélkovy¥ detektor je usmirnova® s kepacitou (obr. 8.11). V kladné pilperio-
d& nosné se kondesdtor nabiji pFfes diodu. Pokud nap&tf{ signdlu je mem3{ ne% na-
pEtl na kondensdtoru, je diode zavFena, po jeho dosafeni se otevird a kondenssd-
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splt)

LR N,

[Ac+st)] cos wt

Obr. 8,11

tor se doBijf na max. hodnotu signdlu. V zépornych pilperiodéch ae kondensdtor
wybijl prfes odpor. (asové konstanta RC mus{ bft zvolena tek, aby nep&t{ na kon-
densdtoru sledowalo obdlku signdlu.

V¥stupni nap&t{ obdlkového detektoru je ¥ - krdt vit3{ ne’ napsts
ru s usmirnovaZem a krom& toho Jje tento detektor jednodu33f. Proto se vesmis uif-
vd obdlkovy detektor.

d4) Vfkon nosmého sigmélu a postrannfch pésem

St¥ednf vfkon modulovanébo signdlu je

1 i
PAH —_}T’L T J\_; [AC + s{t) ]2 COS‘G)ct dt =

= lim TJ [AC+2Acs(t)+s(t)]-1-(1+coszwct)dt

Stfednf hodnota COS 2wt Je nmulovd. ObtiZe jsou s vypo¥tem stfednf hodnoty
s(t)cos 2w¢ t , PFIp. S} (t)cOS2wg t . MiZeme viak poufft (3.22) a psdt

+o0 +o0
Lsm cos2l:)it dt =Jz LF[s(tn. Fl cos2wet 1 dw =

"'12}[ S(w) - 27 [8(w 2ae) + §(w 2we)) dw =

~ = S(2q) + S (-2uw).

Je-1i max. kmito¥et ve spektru S(t) podstatn® menSf ne¥ @W¢ , mi¥eme poslednt

vyraz poloZit rovny nule. Potom
2

Pam = A2° + Ac S’(\t7+—12— .

~J
ProtoZe predpoklédddme prenos signdll bez stejmosm&rmé sloZky, Je st)= 0 8
dostévéme

Pam __f\z_c_ + _Sgt) . (8:13)

Prvy &len vyrezu (8.13) predstavuje vykon nosné vlny, druhy vfkon postranmich
pésen. Cdst vykonu, ktery nesou postrann{ pésma je
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m = > . (8.14)

Vyraz (8.14) miZeme chépat jsko &innost prenosu.
Je~-1li modulainim signdlem harmonicky signdl

sit) = Am cos Wwmt |

% et 2 2 2
st(t) = Am/2 =myy AC /2.

To po dosszeni do (8.14) dd W&innost

- mA"
/7,' m . (8.15)
V pr{pad& 100 % modulace Je u&innost 33,3 %, tj. 33,3 % vykonu slou¥f k pFenosu
informace. P¥i men¥{ hloubce modulace je G&innost men¥f. Vykon ka?¥dého postran-
niho pésma &inf menejvySe &tvrtinu celkového vykonu. (Doporulujeme &tend?i, aby
rozvé2il, jak vypadd spektrum signdlu emplitudové modulovaného sinusovkou a ja-
kou amplitudu mejf postrannf pdsma).

Z tohoto pohledu je zFe:imé, Ze pFenos vyuZivaifici emplitudové modulace je
velmi neefektivni. Vyhodny je prenos s potlalenou nosnou vlnou, u n¥j% je u¥in-
nost podle (8.14) stoprocentni. Na vykonu lze uSet¥it jedt® tim, %e budeme pe-
né3et jen jedno ze dvou postrannich pdsem.

8.1.1.3 Awmplitudové modulace s Jjednfm postrannim pdsmem a potlaZenou
nosnou

8) Princip modulace

U dosud probranych amplitudovych modulaci se kolem nosného kmitodtu obje-
vujf dvé postrenni pdésma: horni s dolni. Hornf odpovidd posunutému spektru (fyzi-
kéln& existujicfho) moduladniho signdlu, dolni posunutému prevrécenému spektru
(obr. 8.12). Ka%dé 2z pdsem nese zFejm& vedkerou informaci o signdlu S(t) . Sted{
tedy pPenddet Jen Jedno z pdsem. Sni¥{ se tak Jednak potFebny vykon, jednak pre-
nos vyZaduje jen polovi&ni 3{¥ku pdsma.

Tento zptsob modulace se oznaduje mezindrodn¥ vZitou zkratkou SSB
(single sidebend).

b) Moduladni systémy SSB

Existuje n¥kolik metod SSB modulsce /27, /24/. Z nich uvedme metodu

1) filtradni,
2) fézového posunu.

Filtrséni metoda vyufivd DSB-SC moduldtoru, kterym signél namodulujeme
ne pomocnou rosnon Wes & potla¥ime nosnou vlinu. Na pomocné nosné Wc4 provede-
me filtrem potlefenf neZddsného postrannfho pédsma. Vzhledem k nedokonalosti
filtru obsahuje jednopdsmovy signdl je3té zbytky potladeného pésma. Proto signél
modulujeme na druhou pomocnou nosnou Weo , kde provedeme dalsf filtraci sméfu-
jic! k potladenf 2zbytkd ne?ddaného pdsma. Potom signédl modulujeme n= poZadcve-
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S(w)

Obr. 8.12

a)
-Wm O Wm
b) Secl) 2 9m
%
-We 0 We
c) Sylw) )
hornt ,
postranni
pdsmo
L 0 we
d) suw|
dolni
postr
pasmo
- e 0 We
Sw)
“lWg 0 Wg
# : Secka) : ?
I ' , :
|
1 |
-We 0 (chqsaeqfa%
4 Syl ﬁ
horni postrann’ pdsmo
—CLC 0 a% a%¢cus
SL(N)
dolni

postrcmr:u' pdsmo

nou nosnou &¢ . Filtra&-
ni metoda se zjednodusi,
neobsahuje-1i modulanit
8igndl nizkofrekveninf
sloZky. Potom nemusf mit
amplitudovéd charakteristika
filtru pf{1i% strmé boky.

Metoda fdézového po-

sunu nevyZaduje filtry se
stroymi emplitudovymi cha-
rakteristikami. Princip té-
to metody je na obr. 8.13,
Pfedstavme si modulaci
DSB-SC. ModulaXnim signg-
lem je hermonicky signdl.
Spektrem moduloveného sig-
ndlu jsou v tomto p¥ipads
dve Diracowy impulsy na
kmitoltech Ge * wWg.

Spektrum SSB signd-
1lu predstavuje jen jedem
z nich. Spektrem SSBE signd-
lu & dolnim postrannim pds-
mem je Diracdv impuls na
kmitodtu @ - Wg -
¥V tasové oblasti odpovidd
signdlu

sty =cos (we - wg)t.

Podobn& SSB signdl s hornim
postrennim pdemem lze za-
psat jako

sylt) =cos (&g + wg)t.

MiZeme tedy pro SSB modulaci
harmonickym signdlem psdt

Obr. 8.13

-i)c' 0 %’“’si”c
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Sgsplt) =COS(we + wg)t =cos Wet cos wg t FSiNwWet sin wgt ;

(8.26)
horni zneménke odpovidaj{ hornimu postrannimu pésmu, dolni dolnimu.

Pravéd strana vy~
razu (8.16) prestavuje

s(t) vyvazeny | slt) cos wct soufet (rozdfl) vgstup-
f i modulator nich signdlt dvou wyvdZe-
nych moduldtord, prilem#

na jeden 2z nich se jek
nosnd, tak moduladnf
signdl privddl s fézo-

) vym posunem —T/2 ,
Blokové schema moduldto-
ru je obr., 8.14.

cos wet

N fee

T
2 Nyn{ je nutné
oveérit, zda metoda fézo-~
‘ vého posunu umoZnuje
zisket SSB modulaci i
, pro obecny modulsdnf
sp(t) modulator Sh(t) sin Wt signdl /3/. Amplitudové
charakteristika fézova-
ciho &lenu posouvajfci-
Obr. 8.14 ho fézi o - /2 must
byt jednotkovéd v celém
rozeahu kmitoftd., Fdzovéd charskteristike musf mft pro @ > 0 hodnoty
Kk (w) =- T/ 2. Protoke fézové spektrum je lichou funkef kmito¥tu, musf byt
pro W <0, &(w) =+ T/2 , tzn., %e prenosovd funkce mus{ mft prideh podle

obr. 8.15 & lze pro ni psét:

HWwl =1 a@ =L - 99 @),

vyvazeny

t3.
[T/2-7%(w) - Ty (w)
H(w) =eJ[ : = jeJ h . (8.17)
[H (w)] o (W)
1 +£
2
0 w 0 w
¥
2
Obr. 8.15
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Jestli¥e S(w) «— s(t) , pak aigndlu Sp, (t) za posouveem odpovidd spektrum

Sp(t) =— S(w) H(w) = j S(w) LAC) ~ (8A7a)

a za vyvédZenym moduldtorem (viz 3.15)

, e -
splt)sinwet «— 211. [jS(w-wg) ej '*jS(w+wc)eJM(mw°)]
- ) (@ +we) - -
‘—’_—;_[S(““wc) e’ ‘ - S(w-wg) g T c‘)C)],

Podle (3.16) je

s(t) cos w¢ t *—*32- [S(w+w)+ S(w-we) ]

a tedy
sit)cos wet +sp(t)sint we t = .12_ S(w - wg) (14 T (@ el
- W+
+1§ S(w+wg)[1- e THE e
(8.18)
Protoie -
T w > e
Nw-we) = {
i W < we
Je
- jT (w - we) 0 i w > W
1+e ={ . }=2'ch-w)
. w
2 < e (8.19)
a podobné :
- 11w +we)
1-¢’ Y =27 (we+ W) (8.20)
Dosadime-1i (8.19) a (8.20) do (8.18), dosteneme
s(t) cos wet+ Sh(t) sin Wet +—
) (8.21)

— [ S(w-wg) ) (we-w)+S(wewe) (w + o).

Vyrazu (8.21) odpovidé spektrum S, (w) SSB modulace s dolnim postrannim pésmem |
podle obr. 8.12. Lze se presvidlit, Ze zménime-li zneménko ve s&itacim Zlenu

na obr. 8.14, dostaneme

s(t) cos b)ct - splt)sin wet «—
<——»[S(w—wc)’t(w-wc)+S(w+wc)°l(-w~wc)],( :
8.22
tedy spektrum SU (w) SSB modulace s hornim postrennim pdsmem.
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Z uvedeného je tedy z¥ejmé, Ze obvod podle obr. 8,14 realizuje SSB modu-
laci. Zneménko ve s¥{tacim Zlenu uriuje, zda jde o modulaci s hornfm nebo dolnfm
postrannim pdsmem.

UkaZ¥me je3t&, jaké transformace signdlu odpovidé prichodu fézovacim &ldn-
kem. Fézovnu charakteristiku miZeme také zapsat jako

a@ =~L sign w

- HT, i
H(w) = ot 72)sign (w) -~ sign(w).

a tedy

Potom
Sht) ~— S(w) H(w) =-j S(w) sign (w).

Podle (3.30) a (3.14)

sign (w) = ‘JI!_t
a tudff podle (3.18)

stt) * + (8.23)

- 22
S =~ W ade = e
Rit) =-]slt} FE-T
Operace (8.23) pFedstavuje podle (3.62) Hilbertovu iransformaci signdlu. Signdlu
Sh(t) se mikdy ¥{ké teké kvedraturnf, protoie (viz kap. 3) je ziskén posunem

v3ech kmitodtovych sloZek o 90°,

¢) Demodulsce SSB signdlt

Pro demodulaci SSB signdld lze pouZit

1) synchronntho demoduldtoru,
2) obdlkového detektoru.

Jek vime, symchronni demoduldtor posouvéd spektrum signdlu. MiZeme ho tedy
pouZit pro demodulaci SSB signdld. Signél na vjs%%u demoduldtoru Je

Splt) =Sgep (t) cos wet =[sit)cos wet £ spit)sinw, t]coswet =

= s(t) cos’wet * sp(t) sin we t cos wet =

= —12- s(t) + 17 [ sit) cos 2wet + sp(t)sin 2wet], (8.24)
Sssg[w) P(w) S (w)
4y |HW
JL i D
, 3 I L.
-Wwe 0 W W -we 0 We @ 2w -we 2w w

Obr. 8.16



Proces demodulace je zndzorn¥n na obr. 8.16. Hrenaté zévorke v (8.24) pfcdstnva-
Je SSB signél ne mosmé 2 w; , ktery se odstranf filtracf! dolnf propustf.

Synchromnni demoduldtor miZeme pouZit i v p¥ipad®, %e je pFitomen nosny
signdl, ktery je bud prendSen nebo generovén v prijimadi. V tomtn pFipad& Jje
v8ak vyhodn¥j81 pouZit obdlkovy detektor. Signdl na jeho wstupu je

Accos wet +sggp(t) = Ag cos wet + slt)cos wet £ s sin wet =

=[Ac+slh]cos wgt + sh(t) sinwet = et) coslwet + o (t)],

(8.25)

ka
° e(t) = {[ Ac +slt)]? + s () (8.26)
Y(t)= arctg Shitl (8.27)

Ac + S(t)

Privedeme-1i signél (8.25) na obdlkovy detektor podle obr. 8.11, bude na jeho
vfstupu signél (8.26)

¥}
e(t) =V[Ac+$('n]2+s%‘(f) = AC V 1+ 2A(t) + szg‘f) + Sh(zt) )
c Ac Al

Je-11 smplituda A nosmé dostate¥n® velkd, tj. |s(t)] << Ace [sht)] << A¢,
niZeme zaredbat Xleny s wysS3imi mocnimemi Ac , odmocnminu vyjdd¥it pomoef bi-
nomické Fady, tj.

v t) .
e(t)*Ac 1+-2-A§c(— =Ac[1+']2_2—Asétl-+...]=Ac+S(t)

(8.28)
a na v¥stupu ebdlkevéhe detektoru dostévédme etejnosmErnou sloZku (kterou odd¥lime
kondensétorem) a moduladni signdl.

Podobn¥ jako u modulace DSB-SC je t¥eba, aby nosnd generovand v piijimadi
pro potfeby» demodulace m&la stejn¥ kmitolet a fézi jako nosnéd v moduldtoru. NHe-
n{-1i tomu tak, vzniké zkreslenf. Situaci popidme pro synchronn{ demodulaci sig-
ndlu SSB s dolnim postrannim pédsmem.

Signdl na vystupu demoduldtoru Je

sp(t) = Sggptlcos[(we +a W)t + 9] = [s(t)cos wet +sp () sin wet]

ccos[(we +aw)t +¢¥] =
=;— S(t){cos('AG)t 4\?) +cos[(2we +a w)t+£?]} -

-17- splt) { sin(awt+¥) - sin [(2we +a wt)tw’]} .
kde AW je chyba kmito¥tu a § je chyba féze.
Slo¥ky ma kmito¥tu 2We+ Aw se odfiltrujl, takZe

sp(t) = 17. sithcos(awt +V¥) —17 spisin(awt +¢), (8429)

- 196 -



2 vyrazu (8.29) je zfejmé, %e pro aw=Y = odpovidd vystupni nep&tf
demoduldtoru vztehu (8.24) a nedochdzf ke zkresleni.

Odchylkae kmitoZtu se projevi podobn¥ jako u DSB-SC, co% snadno owv&¥ime,
dosadime-1i Y = 0 v (8.29) a porovnéme s (8.5). Fézovd chyba se v3ak projevi
Jinak.

Predpoklddejme, e aw=0 , potom v (8,29)

splt) = %— [ sthcosy -sp(t) sin?] (8.30)

8 signdl na vy¥stupu demoduldtoru obsahuje ne3ddouci signdl Sh(t) sinY
(u DSB-SC nedochézelo ke zkreslenf, jen k zeslabenf), ktery nelze odfiltrovat.
Spektrum signédlu na vystupu demodulétoru je

: Sp (W) =17[S(w)costf-sh(w)sin*¥]
a dosadime-1li z (8.17=), dostaneme

Spw) = 17—S(w) [cosy - je'j”(w) sin¥] ,
tj. .
12- S(w) oY i w>0,
%‘ S (w) e’ i w< 0,

tzn., Ze demoduldtor posouvd vSechny kmitodtové sloZfky o ¥ radidnt a zavdd?
tak fdzové zkresleni. Toto zkreslen{ nevad{ p¥i pifenosu ¥e&i, kdy zkresluje jeji
jekost, ale srozumitelnost je zachovéna.

8.1.1.4 Amplitudovd modulace s ZdsteZnd potlafenym postrasnnfm pésmem

Casto se vyskytujl moduledni signdly s velkou 5f¥kou pdema, které majf
vyznemné nizkofrekvenini sloiky. Jako p¥{klad uvedme obrazovy televizni signél,
feksimile, rychly p¥enos dat /13/. Vzhledem ke zne¥né 5{¥ce pésma by byl vyhod-
ny prenos s SSB modulaci. Te vBak nenif, jak jsme se jiZ zminili, vhodnd pro p¥e-
nos signéll obsahujicich nizké kmitoZty. DSB modulace zase zebird p¥flis Ziroké
pésmo. Kompromisnim Feleni{m Jje modulace s ¥dste®n® potladenym postrannim pésmem,
oznadovand jako VSB (vestigial-sideband).

Princip modulace VSB spolivd v tom, Ze amplitudovd charakteristika filtru
potlafujfefho jedno postrenni pdsmo neni ostré (obr. 8.17) a slofky prensSeného
pésma ne kmitodtech v okolf nosné jsou z¥dsti tlumeny. Jejich dtlum se kompenzu-
Je tim, Ze nejesou.zcele potlaleny slofky nepiené3endho pdsma na kmito¥tech syme-
trickych vzhledem k nosné.

VSE signély lze demodulovat pomoci synchronniho demoduldtoru a je-li pire-
nédSena nosnd, pomoci obdlkového detektoru.

Signdly VSB s potlafenou nosnou ziskéme filtracf signdld na vystupu wyvé-
%eného moduldtoru (obr. 8.18). Hledejme nyni premosovou charakteristiku filtru,
méme-1i k detekei pouZit synchronniho demoduldtoru.

Spektrum VSB: signdlu je
Sysg () <— Syss(w)

Syse @) =—1§—[S(w+wc)+5(w—wc)]H(w). (8.32)
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S(w

s(t)  ~ Ssclt) Sysp (t)
Hw)

0 w cos et

' /‘ Spsa®@
Obr. 8.18

- w
we 0 We V synchronnim demoduldtoru z{skéme signdl

( ssss(w) % ‘ Sp(t) nésobenim Sygp (1) noanou,
tj'
W
w

w < 1 [ Sysp (w + ) +Sysp(w-we)l,

(8433)

Sp(t) =s,gplt): COS g t <
SVSB(“’) ﬁ

Do (8.33) dosadime (8.32) a dosteneme
- 0

-
¢ 1
s,,(t)«»-;{[ S(w + 2w+ SWIH(w+ we )+

Obr. 8.17 +[S) + S(w-2we ) H(w-we)}

. (8.34)
Sle¥ky v okol{ kmitodtu ‘2 We se odfiltrujf a zf{skéme tak signdl

Splt) — —l— S(wlHW+we) +H(w-we)] (8435)

ktery, mé-1i byt mezkreeleny, mus{ odpovidat modula¥nimu signélu aZ na konstantu,
tj. splt) <= k S(w). Tzn., Ze filtr moduldtoru VSB (obr. 8.18) musf spliovat
podminku ‘

Hlw+e)+ Hlw-we) = k. (8.36)

ProtoZe spektrum S{w) modulaintho signélu je kmitodtové omezeno, tj. S(w)=
pro |Wl> wpn » mus{ byt podminke (8.36) splnZna pro |W|< Wm. PFitom
H{w * we) Jjsou kmitoltow& posunuté prenosové charskteristiky (obr. 8.19).
Podm{nka (8.36) bude splnZna, kdyZ pFremosové charakteristika bude v okol{ mosmé
symetrickd vzhledem k bodu, v némZ prochdzf kmito&tem nosné (obr. 8.20).

Modulace VSB mé 5{¥ku pdsma témsF jeko SSB & zI{skédvé se z DSB pomirnd
snadmou filtrec{. VSB signdl 1ze demodulowst synchronnim i obdlkovym detektorem.
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[H(w)!

I
T

|

IHlw -l
-ZéJJc I . "Q'Jm 0 &JC Z(IUC 24*“[“ @

|H(w+wc)+H(w;wc)| /UH(w+wc)+H(w-wcH =k |

ZIN\
— 2 |\

] T T T

- 2 mc - wc - (J)m 0 Um (dc

X /—
: 2 'wc ' @

Obr., 8,19

8.1.1.5 Sumové pomiry u H(w

amplitudové modulace

U rlznfch druhd modulace je
rizny odstup signdlu od Zumu. Viim- b
néme si, jeké misto z hlediska Sumd ]

mé mo?ulétor a demodulétor v radio- Qk;o W w+a @
technické souatavd (obr. 8.21). c

Vstupn{ dfly p#ijimede (poZfteje v to

nep¥. i mezifrekven¥nf stupen) pred- Obr. 8.20

stavujl ve w&t3in& pFipadd tzkopdsmovou

propust, symetricky lad&nou kolem mosného dhlového kmitodtu We .+ J1 prochédzf

Jednek u¥itelmy modulovany signél, jednek rudivy Zumovy signél N(t). Pedpoklé-

déme, Ze ¥um mé normdlnf rozloZeni a Ze je aditivni, tj. Ze se s modulowanym
signélem sedftd. Potom méme na vstupu demoduldtoru uzkopdsmovy néhodny proces,
kterym Jjsme se zabgeali v kapitoldeh 6 = 7. Vskon uZiteného signdlu na vstupu
demodulétoru je Sj , Sumu Nj . Vykony ns vystupu demoduldtoru Jsou Sg i1 Ng
Vykonem ZSumu rozumime jeho rozptyl, jek jsme uvedli v kap. 6.3.2. Odstupem
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SUM o e e e e e e
r -

r““'"'—""‘"] N(t) !
| | ' By
sit) , pasmova | Si demo- |So |
r——=1 moduldor l I propust [N; | duldtor No |
} | sdélgvocf | l
vysilaé j kanal L Pfijimad .J

Obr. 8.21
eigndlu od Sumu pak rozumfme pomdry vykond ( S;/Nj) a (So/No).

a) Modulsce DSB-SC

Sehema demoduldtoru je na obr. 8.5. PFipomenme, Ze jeho souldst{ je dolmf
propust. Budeme-1i pfedpokléddat, Ze emplituda nosmé viny je Ac = 1, je strednmf

vYkon sigmdlu s ’{

H
if

I oo
2 T N~———

Si=lim 1 f [st) cos wet]* dt =Tstt)cos wet]?=3 S .
_{. .

T+ +00
(8.37)
Signél ma vystupu demoduldtoru je podle (8.3) (1/2) s(t) a tedy jeho stXednt

vfkom
N~ —~
So=T1} st =7 5% =5 si . , (8.38)

5ul na vstupu demoduldtoru je podle (7.39) Uzkopésmovy normélni néhodny
‘proces .

Ni (t) = A(t) cos Wt + C(t) sin we t (8439)
a 38 jehe vykon pon!ujéne

Ni = DINjih]. (8.40)

Po ndsoben{ nosnou v demoduldtoru dostédvédme nédhodny proces

Ny (1) = Nj (1) cos wet = Alt) cos?wet +C (1) sin wet cos we't =

=32— [A(1) + A(t) cos 2wet +C (1) sin 2wet],

Dolni propusti{ se potlali slo¥ky ne kmito&tu 2 We a Sum ne vystupu demoduldtoru

Je 1
No (t) = > At (8.41)

& jeho vykon Jje

No=DINo ()] =D[L A()] = L D[ A(t]. (8.42)

1
4
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Podle kepitoly 7.3.1.2 vime, 2¢ D[A ()] = DIN;(1)]

a tudf%
No =_l_ N . (8.43)
Potom
So/No _ 2(Si/Ni) =2 |. (8.44)
Si/ Ni Si/Nj

2 uvedeného vyplyvd, ¥e v synchronnim detektoru p¥i demodulsei DSB-SC do-
chdz{ ke dvojnésobnému zlepSeni odstupu signdlu od Sumu. To lze vysvEtlit tim, Ze
uzkopdsmovy Sum (8.39) md sinusovou a kosinusovou (kvedraturnt) sloZku., Ob& se
nésobf COS W t, ¥{m¥ se spektrum sinusnvé sloZky pF¥enese ne kmito&et 2coc a Jje
odfiltrovéno doln{ propusti. Odfiltruje se tak polovina Sumového vykonu a odstup
signdlu od Sumu se tim dvakrst zleps{.

b) Modulsce SSB-SC

Signél SSB vznikne posunem spektra modulaZnfiho signélu na kmitolet w.
(viz obr. 8,12, pfip. vyrazy (8.21) a (8.22)), priZem? se velikost snektrélnich
sloZek nezmé&nf.

Vykon signélu je um&rny plo¥e spekter a z obr. 8.12 Je z¥ejmé, %e stred-
mi vykon signdlu ma vstupu demoduldtoru je roven st¥ednimu vykonu modulaZntho
signdlu —~
Si‘_'sz(t) N (8.45)
Podle (8.24) je signdl ne vystupu demoduldtoru (1/2) S(t) a tudf jeho stPedmt
vykon Je »

el

e
So=[3 st = L-5%) -1 5 |

a tedy o
SO/S| --4— . (8.46)

Méme-1i urlit vfkon ¥umu, vdimmeme si, %e synchronnf detektory pro DSB i
SSB jsou stejné, v obou pFfpadech na jejich vstup pFichézf uzkopésmovy néhodny
proces (8.39), ktery se nédsobf nosnou COS we t a pek filtruje, aby se odstra-
nily sloZky v okolf kmito&tu *2 wc. Proto platf u SSB (8.43) a

1
No/Ni = - - (8.47)

Z uvedeného plyne, Ze u SSB-SC nedochéz{ ke zlepZeni vykonového odstupu
signdlu od 3umu

So /Ng
Si /Nj

Srovnéme-1i vyrazy (8.44) a (8.48), zdd se na prvy pohled, %e z hlediska
zlepSeni odstupu signdlu od 3umu je modulace DSB vyhodn&i3f ne% SSB. Awsek neni
tomu tek, protnZe DSB signdl zaujimé dvojnédsobnou Z{Fku pdésma me? SSB s tedy 1
vykon Nj Sumu je u DSB dvojnésobny. Dvojndsobné zlep3eni odstupu signdlu od
Sumu u DSB se tedy smuluje dvojndsobnym vstupnim Sumovym vykonem. Modulace
DSB-SC a SSB-SC majf tedy stejnou odolmost vi&i Zumu.

=1 . (8.+48)
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¢) Amplitudovd modulace s nosnou

Signél na vestupu demoduldtoru je (viz (8.6))

SaAM () =[ Ac + s(t)] cos wct
a jeho stredmf vykon je (viz (8.13))

Si = Shath = & [ AL + 551 .

Vékon vatupnfho ¥umu je
Ni =DINi(t)] .

(8+49)

Pro urfemi vfkond na vystupu hledéme obdlku a fé%i ndhodného procesu na vstupu

demoduldtoru
[Actst)lcos wet + Alt) cos wet +C () sin wet =

=[Ac+s(t)+A(t)] cos @t + Ct) sin we t =
= E(t) cos[wet +0 ()]

a tedy obdlka wstupniho eigndlu demoduldtorn Jje

E@) = | [Ack st + ALD]? +CA1)

a féze
clt)

BU) =arctg —=l__
W =aretg oast +AD

(8.50)

(8451)

(8452)

Dals{ wvySetfovdnl Zumovych pom¥rd amplitudové modulace s nosmon vlnon

rozdélime ms dva p¥ipedy:
1) Bum je maly, tj. Ac+st)>> N(t),
2) Bum je velky, tj. N(1)>> Ac +s(t).

1) Mgly Sum. V tomto pFipad® Ac + S{t)>> Alt), Ac +stt) >> C()
a pro signél (8.51) na vystupu obdlkového detektoru miZeme psdt

o 2 _ 2A(t) K
E®) = J[Ac+s® 4 2[ Ac + st)) Alt) =[ Ac +s(t)] V1+Ac+sm -

_AM_
Ac +sit)

= [Ag+sw]l1+ ] = Ac +sit) + Al .

UZitedny signédl ne vystupu demoduldétoru mé st¥edni vykon

L

So =s?(t) .,

Sum

No=D[A(t)] = DIN] = Ni.

Z vyrazd (8.49), (8.53) a (8.54) dnataneme
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So/No _ __SW/N; _23w . (8.55)
Si/Ni - L[AL+FWI /N AL+ STH

Je zfejmé, Xe odstup signdlu od Sumu se zlepSuje se zmenfovénim amplitudy nosné
Ac . Vyraz (8.55) mé nejvEtsf hodnotu pri 100 % modulaci.

Ve specidlnim p¥iped¥, je-1i s(t) harmonicky signdl a je-1li &initel hloub;

ky modulace Mppy = | s Je

e 2
JA = [Ac cos Ot =_g£

a potom

So/No Al
SI/Ni AL+ A

="%_ R (8056)

Z uvedenmého plyne, %e nmejwitE{ moZmé zlepSen{ odstupu signdlu od Zumu Je 2/3.

2) silng Sum. V tomto pripedd je Alt), (C(t) >> Ac +sit),
Potom (8.51) miZeme piepsat

EM = A0 +Ct? + 2400 [ Acsit)] -

= At +cu) - [ 1+ 2[Ap +si)] - —AWL
! V ¢ A%t) + CAt)

Ac +sit)
= R(t)- V1+2 ——%(%—— cos ¢ (1), (8457)

kde R(t) a & (t) Jsou obélka e fdze procesu Nj(t) na vstupu.

‘Protoze R(t) >> A.+s(t) 1ze ddle psdt
. Ac +s(t) _
E(M) =2 RB 1+-—-————R(t) cos ()] =
= R(t) +[Act s(t)] cos ¢ (). (8.58)

Z vyrazu (8.58) je zfeimé, %e na vy¥stupu obdlkového detektsru nelze ziskat Sumem
neovlivngny signdl S(t) , pouze signdl sit) cos ¢ (1) , Jeho% droven kolfsé podle
néhodmé féze normélnfho néhodného procesu.

Z uvedeného je patrné, Ze v pFiped® velkého ¥umu obdlkovy detektor zcela
potlaZf u¥itelny signdl. Vzniké tzv. prehovy jev. Prahem rozumime hodnotu odstupu
signdlu od 3umu na vstupu(Si/Ni)T . Sni%ujeme-1i (Si/Nj) pod (Si/Ni)T )
klesé vystupni odstup (S, / No) rychleji ne% vstupni.

PouZi jme nyn{ pro demodulaci amplitudov® moduloveného signélu & nosnou
synchronnfho detektoru. Vstupnf odstup signdlu od ¥nmu je, jak Jsme uvedli vgie,

A"'c +§2\(ﬂ/_

Si/Ni = N
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Po nésobent nosnou v demoduldtoru dosteneme signdl (viz (8.50))

{[ Ac+stt)] cos wet+ Alt) cos wct +C) sinwct} cos Wet =

=1 [Ac+stt) + A + 1 [Act+stt)+ Ab) cos 2 wet +3.Cit) sin 2wct

@ £ niho po filtraci dolm{ propustf signél na vystupu democduldtoru (néhodny
proces)

Nolt) = 17 [Ac +sth) + A®)] . (8.59)

Uzitedmy signél v Nolt) je (1/2) s(t) , sum (2/2) Alt) .
Jejich stFedni vykony jsou

e’
SO-[% S(f)]z ="}:‘ gm 1 (8,60)
No=D[4 A= J-D[Nith] = Ni. (8.61)

Potom vystupn{ odstup signélu od 3umu u symchronn{ detekce anmplitudovd
modulovaného signdlu je

S2F)

So/Ng = (8.62)
Yez ohledy ma trovex Sumu.

ZlepSeni odstupu signélu od Bumu je pFi pouZitf synchronn{ho detektoru
pro demodulaci emplitudews moduloveného signdlu s nosnou .

So/No =2§2‘m (5.63)
Si/Ni Aé+gﬁﬁ ST

tj. stejmé jako u obélkového detektoru pii malém ¥umu., Zddraznujeme, Ze vyraz
(8.63) je odvozen anif by bylo nutné brét v uvahu droven sumu. Z toho wyplyvé,
¥e pro vy3i{ hodnoty ¥umu je vy¥hodnZj3{ pouzit{ synchronnfho detektoru, u n&hoZ
nenestévd prahovy Jev.

8.1.2 Uhlové modulace

Harmoniecky signél je, stroze vzato, periodicky sinusovy signél s konstant-
n{ emplitudou & s Xenstantnim kmiteltem. Pritom jeme na zaldtku
kapitoly uvedli, Ze modulace spodivé v P{zenjych zm&ndch t&chto velilin. Rizenim
emplitudy jsme se zabyvali v pfedchdzejicim oddfle. Kyn{ se budeme zabyvat modu-
lacemi, jimi¥ ovlddédme kmito¥et a fézi. Musime viek, z divodd uvedenych vyfse,
zavést oBecnij3f harmomicky signdl

s(t) = A cos ¥(t) , (8.64)
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u nZho% Jje fdze funkecf Zasu.
U signdlu se stdlym kmitoltem
sit) = A cos(wet +v%)
Je féze
W) = Wet + 9, (8.65)

a kmitofet miZeme urdit Jjako jejt derivaci

dw(t)
Wep = = — 2 ° . .
C at (8.66)

U dhlov& modulowaného signdlu ¥fdime fézi ') moduladnim signdlem s(i).
Jeji derivace nemusi byt konstantni. Derivace fdze predstavuje okam¥ity kmitolet

0 = 47 (8467)
dt -
Fdzi mi¥eme neopsk vyjddrit pomoci oksm2itého kmitoXtu
t .
) - f wi dt . (8.68)

Uhlové modulovany signdl (8.64) si miZeme predstavit jako prim&t rotujici;
ho wvektoru A ejvﬁ)

na redlnou osu. Uhlovou modulac{ m&nfme polohu vektoru ne kru¥nici. Nenf-1i prito-
men moduladnd sigﬁél, Je vysilén jen signdl nosny, kterému odpovid4d rovnomérmé
oté¥eni vektoru. Budeme-li mosny signdl thlow¥ modulovat, bude se vektor zpo%do-
vat nebo pfedbthat. Z toho Je z¥ejmé, Ze féze

M = wet + 6 (1) (8.69)

mus{ mf{t dv& sloZky:

1) slotku Wct , kterd je urdena fézi nosné,

2) okemZitou fdzovou odchylku O (1) od féze nosné.
Tédzové odchylka zdvisf ns moduladnim signélu. PodobnZ na n&m zévis{ okamZity
dhlovy kmitoZet (8.67)

ktery se v ke¥dém okem¥iku 1i3f od kmitodtu nosné o okemZitou kmitoZtovou

odehylku
Qi) =9d9ti’ - (8.71)

OkamZitd fdzovéd odchylka se dd vyjddrit pomoci okamZité kmito&tové odchylky
t
Blt) = Q@) dt. (8.72)

oo .
PFi dhlové modulaci miZeme moduladnim signdlem m¥nit fézi V" (1) tim, Ze pfimo
ovléddéme bud okem¥itou
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1) fézovou odehylku 8 () , pak mluvime o fdzové modulaci
(PM - z anglického phase modulation), nebo
2) kmitoZtewou odchylku Q(t) , pak mluvime o kmitoXtové modulaci
(FM - frequency modulation).
1) U fézové modulace je okamZitd fézovéd odchylke Umdrnd oksmZité hodnoté
modula&niho signdlu

B(t) =kp s, (8.72)

Konstanta kp Je &initel Umdrnosti; mEkdy se nazyvd index fézové modulace [?47,
/257, [2/. Pro Phzowd modulovamy signdl miZeme tedy psdt

spult) = Ag cos[wet + kp sitl] ' (8.73)

Pri fdzové modulaci se m3n{ okamZ?ity kmitoZet modulowaného signdlu

d sit)

| wiPH = G)C +kp at (8.74)
tzn., Ze okem¥ité kmito&tové odechylks Je
dt
Modulovany signdl je Zasto vyhodné vyjddPit v komplexgim tvaru
Spnit) = Ag e Jl@ctrkp s (8.76)

2) U kmitoltové modulace je modula¥nim signédlem p¥imo Fizena okem?itd knitoéto:
véd odehylke
QFM(t) = kf s(t), (8.77)

kde Qf je %initel tm&rnosti. Abychom mohli wyjédP¥it &esovy pribéh FM signdlu,
musime vyjéd¥it okam¥itou fdzovou odchylku (8.72). PFedpoklédejme, %e signél byl
pripojer v Zase t = 0, tj.
t t
Ben(t) = ngm dt = ka s(t) dt (8.78)
. 0 0

a dosadme do (8.64), (8.69). Potom pribdh FM signdlu Je

t
Sem(t) = Ac cos [wett ka sit) dt] (8.79)

a okam3ity kmito¥et FM signdlu se mEn{ podle modula¥niho signédlu kolem kmitoZtu
noané g

FM signdl miZeme také zapsat v komplexnim twaru
t .
. i dt
SFM(t) = AC ej[(dct*'ka s(t) dt] . (8.,81)
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Z uvedendho je zte:imé, ¥e FM i PM spolu t&sn& souvisi. U fdzové modulace
nastdvé zméne kmitoltu, u kmitodtové modulece dochdzi ke zm¥n¥ féze. Budeme-1i
modula¥n{ signdl integrovat a v¥sledek integrace pou’ijeme jako moduladnf signgl
pro PN, Jostaneme signél kmitoZtov& modulovany. Neopek budeme-1i moduledni signdl
derivovat a vysledek pouZijeme jako modula¥ni signél pro FM, destaneme fézovd
modulovany signél (obr. 8.22). Toho &astin vyu¥fvéme v praxi. Rozdfl mezi FM a PM
je zrejmy z obr. 8.23 /67.

(t)
s(t) . v . . Sen
( mtegrc;cm fgzoyty
modulani | ©°bve modulator | ymitoctové
signal modulovany
signal
(t)
t) s v ¢ ¥ . S M
] s [ s [ e
modulta&ni | ° fazove )
signdl modulovany
signal
Obr.8,22

Porovme jme je3t& ob& modulace pfi'harmonickém moduladnim signdlu
s(t) = Amcos wmp t .
1) U fézové modulace je okam¥itd fdzové odchylka

Bpm (t) =kp Amcos wmt = 4 8pu cos wmt . (8.82)

Yeli¥im AGPM nezyvéme fdzovy zdvih. Uddvéd nejviiii mo¥nou zm¥nu féze pri
modulaci harmonickym signdlem. Zdvis{ na amplitud® module¥niho nep&ti.

Ckam¥ity kmitolet Je
w'PM :.QJC - kp Amwm sin wmt =UC‘AQPM sin (o)mt )

kde
aQpy =kp Amwm = a8py Wny (8.83)

je kmitoZtovy zdvih PM a uddvé nejvEt3{ odchylku okemZitého \ihlového kmitod-
tu od kmito&tu nosnéd.

2) U kmito¥tové modulace je pPi modulaci harmonickym signdlem okemZité kmitoXto-
vé odchylks

Qem(t) =k Am cos wmt = allem cos Wy t.

Kmito&tovy zdvih

AQFM =ki Am (8.84)

_zévisi jem na emplitud® modulaZniho signélu.
" Okem?ité fdzové odchylka je
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FAZOVA MODULACE KMITOCTOVA MODULACE

s(t) modulaéni_signdl modulaéni_signdal
0 , 0 -
i | , t ] t
] , |-
faze T
) /
1
T
-
- we
{ 0 t
Wi okamzity kmitocet
| |
! ] ] /\
wc | - |r | (‘)C - i I
] ! ! J
|
0
t _0 t
Splt) modulovany signal Seult) modulovany Ssignal
. ;
0 -
t
Obr. 8.23
ks Am . .
Oy () = L sin wyt =p sin Wyt (8.85)
kde Wm
P ki Am _ alen
Wm Wm (8.86)
je tzv. index kmitoltové modulace (a také fdzovy zdvih FM - srownej (8.85) s
(8.82)), .

Déle se budeme zebywat predeviim FM, protoZe videchna tvrzeni Jsou(viz
obr. 8.22) pletnd i pro PM.
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8.1.2,1 Kmitotowd modulace harmonickym signédlem

Anelyzujme spektrum FM signélu. Pro jedmoduchost budeme predpoklddat, Ze
moduledni signdl AmCOS Wm t  je harmonmicky, pripojeny v ase t = O. V¥raz
(8.85) dossdfme do (8.81) a dostaneme FM signdl vyjddreny v komplexnim tvaru

A ej[wc.t +6sin Wmt)
o}

Pripomenme, Ze index kmito&tové modulace
B= Kt Am - 0w
C'Jm wm L]
Vyraz (8.87) miZ%eme prepsat
R i Si j e t
Spy (1) = Ag elfsinml ol (8.88)

kde prvé exponencidla je periodickd funkce &asu s periodou 2T /wm e miZeme
Ji wyjddrit pomoc{ Fourierowy PFady

jpsinwmt inwmt
€ =) ¢n € (8.89)
N=-eo
8 koeficienty .
Wm )
Cn=—;'%l J glnsinumt  sinwmt 4,
|
“im
které po substituci Wmt =x jsou
+T
jpsinx  -n
cn =-;—ﬂ' eJ(r-"5| x) dx = Jp (B), (8.90)
-0

kde Jp (B) je Besselova funkce prvniho druhu fd4du n. Potom (8.88) miZeme pfepsat

+o0 )
St = Ac elut Z In (B) eIN¥mt, (8.91)
MN=-ce -
ProtoZe
Jn(®) = Jn {[5) pro n sudé,
Jn(B) =-Jp (B) pro n liché

-

SEM (1) =Re [ épm(t) ]
je FM aignél p¥i modulaci harmonickym signélem

- 209 -



-+

-+

+

J3(0) [cos (W + 3wm)t = cos(We -3wm)t 1+

sem(t) = Ac { Jo(P)cos we t +
Ji(p) Lcos(we+wm)t - cos(we - wp)t 1+

J(p) lcos(we t 2wm)t +cos(we - 2wyt 1+

+

+

(8.92)

Pribth Besselovych funkci n¥kolike prvafch ¥4dd v zdvwislosti ne argumentu
/3 Je na obr. 8.24. Z vyrazu (8.92) je zFejimé, Ze FM modulaci harmonickym sig-

n=0

1.0 I

08 )
Jn(aé' . \

o A

-.__~‘+

N
+
20 AX
- 02 u - g
-0h T 6 8 10 12 1
Obr. 8.24
Spn (@) Wm
W_- 1® e
'l%m]
ol o ol b
0 I Uc
Obr. 8.25
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ky spektra

- postranni
pédsma - jsou
symetricky roz-
loZené kolem
kmitodtu mosné
a jejich veli-
koest se ¥f1df
hodnotemi Besse-
lovych funkef
(obr. 8.25 - pro
Jjednoduchost

je uvedeno jsd-~
nostranné
spektrum). Jsou
od sebe vzddle-
ny o moduladnf
kmitoSet Wm
Pri uréitych
hodnotdch inde-
xu modulace n&-
které sloZky
spektras wvymiz{
(e to i nosnd
prof} = 2, 4,
B=5,5, ...0
Teoreticky ma
spektrum neko-
neén& mnoho
sloZek. Praktic-
ky v3ak Jje veli-
kost vy3&ich
sloZek mald =



8i¥ku spektra miZeme povaZowaet za konedmou.

Abychom mohli posoudit potFebmou §f{¥ku pésma pro FM, v8imnéme si, jek
zdvis{ wlikost postran-
nich pdsem na ¥d4du n a

08 indexu modulace /A .
D=1 Obr. 8.24 prekresleme
\ tak, Z%e budeme vyndlet

06 hodnoty Jn(f) v zévis-

Jn((b) 2 \ losti na pom&ruN/p

04 N \ priZemZ (> bude para-

) S/f\ metrem k¥ivek (obr.
2 N, ™. 8.26). 2 obrézku je zfej-
{ / \ mé, Ze proN /B> 1 se
\ s ristem n postranni
a0 pésma monotonn& zmenduji.
1 X / Pro konstantni N/ ve-
L

-02 \.I likost postrannich pé-
.FJ sem & ristem [} klesd.
v Pro velké hodnoty 3 ,
0 1 2 % kdy miZeme zenedbat
postranni pdsma ¥4du
vys&iho ne n=/p ,
Obr. 8.26 je pot¥ebnd ¥{¥ks pdsma
pro prenos (viz (8.86))

priblizng

BFM=2nfdm= 2/.’}Q)m= ZAQFM ,
(8.93)

tj. dvojnésobek kmito&tového zdvihu. PFi pfesmém rozboru samozFejm® zdle%f na
tom, jek velké hodnoty spektrdlnfch slofek poveZujeme za zenedbatelmé. Casto po-
vafujeme ze zanedbatelmd postranni pésma, jejichZ velikost je men3f neZ 1 % nemo-
dulovené nosné, tedy pdsma, pro kterd Jn () < 0,01. Z4vislost Xf¥ky pésma na
indexu modulace je pro tento pfiped na obr. 8.27 /3/.

Velikost postrannich
pésen zdvisi jek na amplitudd

_B_Fﬂ._ moduladniho signdlu, tak ns
aflgn jeho kmitodtu, jek je zndzor-
8 R n&no na obr. 8.28 /3/.
6 V obr. 8.28a Jje kmito-
\\ Zet moduladniho signdlu kon-
4 Nl stantni a zvitiuje se kmitodto-
2 vy zdvih, tj. roeste index

0 2 4 6 8 0 12 1% p /A - to odpovidd zv&tSovén{
srplitudy moduladniho signdlu.

Obr. 8.27 Ns obr. 8.28b udrZujeme kons-
tantni smplitudu moduladniho
signélu e ménime jeho kmitoZet. Z obrézku je dobre patrné souvislost 3iFfky pédsma
s kmitoZtovym zdvihem a indexem modulsace.
vrafme se nyni k obr. 8.24. Je 2z n&j z¥etimé, Ze pro malé hodnoty [5 budou
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2a0l AF = SkHz
fm=75kHz
p=10
A
dh - 2a1l
240 aF =10k Hz
b2 ll
1| [ Ly 1 1 I L I 1 |
@We : a)c
280 AF=25kHz
Nn=5 fm=15 kHz
| | —
|l| Ill!'ll lln
Wc 2a0
A F=50kHz
240 f=10
| | |
_JJJJ_JJlllllllllllllllllllllg_ 1 I l | I | I 1
G We
fm = 5kHz = konst 4F = 75kHz = konst
_Aﬂm
aF 5T
P Aﬂpn =A_F
wWm fm
Obr. 8.28

postranni pésme FM signdélu mald. To je zreJjmé teké z p¥ibliZného vyjddifeni Besse-

lovych funkef pro argument (b << 1

Jo(ﬂi) =1 - (%)2 i
(8.94)
In(e) =& (—’5—)” , N+ 0

Pro velmi malé hodnoty indexu modulace je FM signdl tvoren nosnou vlnou a dvEma
postrannimi pésmy - vy$31 postrennf pdsme miZeme zanedbast. Tuto modulaci nazyvdme

tzkopdsmové kmitoZtovéd modulace - Jjejf{ svektrum se podobd AM.
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Y8imndme si Jedt& strednfho vykonu FN signélu. Podle Parsevalovy véty Je

Az 4 ®0
P = —2E [ J% ((5)
+ oo 2 N=-ocw
ProtoZe platf Z: Jn (B) =1 » Je stfedni vykon FM signélu roven vgkonu
nemodulované nosné a Je tedy stély.

8.1.2.2 Kmitodtovd modulsce n¥kolika harmonickymi signdly

UvaZujme nejprve pripad dvou harmonickych signéld, tj. modula¥ni signdl

Je
s(t) = Ajcos w, t + Aycos w, t

okemZity kmitoZet
Wi = W t+kf S(t) = we + k¢ (Ajcos wyt + Agcos wyt),

kmito&tovy zdvih
aQ) = kf(A1+ Ag)
a féze
t
Ak

Jw;dt=wct+————sinw4t N L5 RO Wyt =
Wy OJ2

v (t) 0

= Wt +MSinwt +p,sin wt

kde indexy modulsace
Ay kg . A, k
fg =208 oy = D2 R
W, Wy
V¥raz (8.95) dossdfme do (8.81) a dostaneme
. ' t +4,SiNwyt sinwyt] -
SFM(t) = AC eJ[wO 4 1 ""(?’2 2 ] =
- Ac elwct o)t Sinwit ejf&,sinwzt .
Exponencidély vyjédfime pomoci Fourierovy ¥ady a dnstaneme
+ o> +00 .
Sen () =AC[ [ In(B) Jm (By) ell@erNOemar)t
N=-c° Mis-co
Z toho
+00 4o0

spmlt) =Acz Z Jn () Jm (By) cos(we+nwy+mw,y)t

=_00 [fI=-o00

a je zfejmé, Ze spektrum obsahuje postranni pdsma na kmitodtech (Wg s ncu1)
(We *Tmw,) a na kombina¥nich kmitodtech (Wcinw, *mw,),
Z tohoto divodu se FM oznaZuje jako nelinedrnf modulace (srovnejte s odst. 7.2).

Vysledek l1ze snadmo zobecnit na vice harmonickych signdld.
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8.1.2.3 Kmitoltovéd modulace periodickfm obdélnikovym signdlem

Modula¥n{ signdl Je periodicky obdélhikov# signdl s periodou T

t1 -1 <t <1
sit) =s{t+kT)= N
- I
1 | 4< t < 4T
Pro fdzi miZeme tedy pesdt
t
wn-wcukfj s(t) dt = Wt + ¥ (1), (8.96)

kde ¥ (t) Je periodicky trojihelnfkovy signdl vznikly integract sfit).
ProtoZe |s(t)|rnox =1 o Je kmito&tovy zdvih 2Q = k¢ a tudf

afl t ) -%& <t < %— |
YW =y (t+kT)= - (8.97)
T T - JL
2Q(z-t) g <t=7.
Dosadfme-1i (8.96) do (8.81), dostaneme
. j wet 19 (4)
Sem (1) = Ac ol IV (8.98)

iyt
ProtoZe ej1v() je periodickd funmkce Zasu s periodou T, mliZeme ji vyjédrit
Fourierovou ¥adou

LAY jnwgt 27
el¥ =nX;aFn e!N®s i Ws = 5 i
(8499)
oL
. -
cn=-}—f el gINW® gy
T
)

Dosadf{me-1i do téchto vyrazt (8.97), dostaneme /3/

en=b {5015 (4L -n) 1+ (1" satE (AL +n 1}, (s00

Modulovany signdl dostaneme z (8.98) po dosazeni (8.99)

+o0 )
éFM(t) =A¢ [ cn eJ(UcH')OJs)t
N=-oo
jako redlnou Zdst
+ oo
semt) = Re [ Seq) ] = A¢ cn cos (We +NwWg) t
FM

Nz-ec
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kde Cp je déno vyrezem (8.100).
Uvedeny postup lze pouZft pro obecné periodické signély.

8.1.2.4 Uzkopdsmové ihlové modulace

V odstavei 8.1.2.1 jsme se zminili, Ze pro malé hodnoty indexu modulace
dostévéme zkopdsmovou kmitodtovou modulaci. Index modulace se definuje pro har-
monicky module¥ni signdl podle (8.86)

Pro obecny signdl budeme olekdvat, Ze dosshneme Yzkopdsmové modulace pro velmi
malé hodnoty kf . Potom je hodnota

i |
ks Js(t)dt = kf gt) <<

-00

j 1) .
NLGS 21+ jkeg (t) (84101)

a z (8.81) dostaneme

Semt) 2 Ac[14jksg(t)] el®et, (8.102)

Gzkopésmovy kmitoZtové moduloveny signdl paek miZeme vyjdd¥it jako
. t '
sem(t) =RelSey(t)] = Ac cos we t - Ac K¢ I sit) dt sinwet,
I (8.103)
Ve vyrazu (8,103) predstavuje prvy &len nosnou, druhy &len dv& postrenn{ pdsma.

Pro fdzovou uzkopésmovou modulaci dostaneme podobnd

Spm (t) = Ac cos Wet — Ac kp s(t) sin wet. (8.104)
SneZme se urdit aspektrum tizkopdsmové FM. Oznalme
Slw) — s¢t)

G(w) — git) = f st) dt,
Podle (3.20) Je ; soe
1
G (w) T e S(w).
PFfedpoklddéme, Ze spektrum modulsiniho signdlu S(w) Jje omezené, tj. nulové pro
kmitodty |w|> WM . Potom i G (w) Jje omezené. Uplatnime-1i nyn{ Fourierowu
transformeci na (8.103),dostaneme pro spektrum dzkopdsmové FM

SFM(&)) = f]' Acld.((l)—a)c) + &(w'f'ﬁ)c)] +

+lﬁ2¢?ﬁ[6(w-wc)—ﬁ(w+wc)l. (8.105)
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Spektrum fézové modulace dostansme, nehradime-li v (8.105) G (w) pPimo S (w).

Porovnnjmq myn{ vzkopdsmové dhlové modulace podle (8.105) s AM podle
(8.10). Oba typy modulaci maj{ nosnou na kmito¥tu + we . U dhlovych modulaci jsou
4dvé postranni pdsma stejné B{rky jako u AM. Rozdfil je Jjen ve fdzovych pom&rech.

8.1.2.5 Modula¥nf soustavy pro uhlové modulace

Zabyveime se mejprve generovdnim dzkopdsmové FM. Gtend® se snedno presvdd-
&1, %e tzkopdsmovou FM podle vyrazu (8.,103) lze ziskat na vystupu moduldtoru za-
pojeného podle obr. 8.29.

Accos Wet - Acsin wct - Ackgsin wet}s(t) dt
. iy °
generator posun vyvazeny ’
A e e P . t)
nosne faze % moduldtor Seml

!

s{t) o—a{ integrdtor

Obr. 8.29

Gzxopdsmovou PM ziekéme stejnym zapojenim, vynechéme-1i integrétor. Je z¥e jmé,
5e z{skéni vYzkopésmové dhlové modulace je pomdrné snadné.

Cheeme-1i ziskat Birokopésmovou FM, zaFedime za moduldtor podle obr. 8.29
nésobi& kmito¥tu. Ndsobfme-li toti% udhlowd modulovany signdl, nep?.

cos?(t) = -12—[1+ cos 2w ()] .

t
Pt = et + K [ s at,
o

zdvojnésobi se nejen nosny kmitoZet, ale také index modulace & kmito&tovy zdvih.
Principidln{ zapojeni Sirokopésmového takto pracujiciho FM moduldtoru je na obr.
8.30. :

Toto uspordddni se nazyvé Armstrongovym moduldtorem a pat¥f k nejstarsim
pouZivanym zapojenim pro ziskéni FM.

Existuje celd Fada metod ziskéni FM. Jednak Jjsou to metody neptimé, vyuzi-
vajfc{ vztshu mezi FM a PM podle obr. g8.22 (k nim pet¥{ i Armstrongdv modulétor).
Déle jsou to pPimé metody, kde moduladni signdl rozladuje prvek urdujici kmito~
%et oscildtoru. U tdchto metod lze poufit verikapu, nasycené induk&nosti, reaek-
tsn&n{ elektronky, klystronu. OkamZ?itou hodnotou signédlu lze ?*1dit i kmitolet
multivibrétoru. Podrobnm&jsi informace lze najit v literature /2/, /37, [247, [257,

AY.
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Uzkopdsmovd Sirokopdsmova
FM FM

W o PM
— integratorfu— moduldtor

I

generdtor
nosné

—e{ nasobi¢ o

Obr. 8.30

8.1.2.6 Demodulaldnmf soustavy pro FM

Abychom zfekali moduladmi signél z FM signdlu, potFebujeme soustavu, jejf
vystupn{ nap&t{ je umdrmé kmito&tu pfivddéného signdlu. FM demoduldtory se mazy-
vajl také kmitoXtové diskrimindtory. Jejich nejjednodussi t¥i typy jsou na obr.
803’1.

Uo
a)
0 o —
o —bt g—0 u° I
b) st +J‘uo % K+s(t) ;
i} ) T 0 We ‘,Lo w
+——a—D} — Ug
134 4],
C) seuit) f T uO‘I' T ls1(t) 0
DI 'Ll v
- u
Sa RN



Obvod RL v obr. 8.31 prevddf FM aignédl na AM signdl. Nésledujicim ebélko~-
vym detektorem zfskdme moduladaf signdl S(t) . Diskrimindtor md malou citli-
vost. .
Diskrimindtor obr. 8.31b prevdd{ FM na AM pomoci resonen&niho obvodu,
ktery je malad&nm pon¥kud mimo kmitolet &c . Neni-li kmitoZtovy zdvih velky, m&-
n{ se napit{ na resonaninfm obvodu tém&F linedrn& s kmitoltem. Nevyhodou tehoto
diskrimindtoru je jeho nelinearita.

Diskrimindtor podle obr. 8.31c¢ md velkou citlivost i dobrou linearitu.
Jeho podstatou jsou dve lad¥mé obvody symetricky rozlad&né vzhledem ke kmitoZtu
nosné. Ka¥dy z obvodd pracuje jeko diskrimindter podle obr. 8.31b. P¥i jejich
spoleXném zapojenf se nelinearity obou obvodd kompenzuji. Z{iskané AM signdly se
demodulujf obdlkovymi detektory. Zapojeni se mazyvd yyvdZeny diskrimindtor.

S Fedou prakticky pouZfvamfch zapojeni se Jtendr setkd v literatuie /27.

8.1.2.7 Sumové pomiry u dhlovjch modulaci

Podobnd jako u AM (odst. 8.1.1.5) se zabyvejme Zumovymi pom¥ry u FM (viz
obr. 8.32). ¥stupnf filtr pfijimede odfiltrovdvd Bumové sloZky s kmitoltem wm&
pésma W.* AW, ve kterém leif spektrum ufitedného signdlu. Je-1i kmitoltovy
zdvih o ) , Jje podle (8.93) 3{fka pdsma tohoto filtru 2 aQ . signdl spt)
ma vatupu dolni propusti je tvorem uZite¥nym signélem a Sumem s ¥iFfkou pédsme

220 . ProtoZe %{¥fka pdama uZitedimého signélu je w , miZeme odfiltrovat
Bumy vnE tohoto pédsme dolnm{ propustif.

Sum
- N(t)
~——_——1 F— ———————— CEEEES AR Gl AR CHENE) N S S
i Sy 0tom |
| stt) FM Asi] ™ So |
| —*modulator ! % _N- demodula- == x )
1 I il tor | No |
| i I |
L vysilag | ' ptijimag '
sdélovaci T T T ===
kandl
Obr. 8.32

PFi nafem rozboru budeme pFedpoklddat, Ze stFedni vykon signdlu miZeme
urdit nezdvisle ma vykonu Bumu. V literature /37 :je dokdzéna sprdvnost tohoto

ptedpokladu.
Podle predpokladu provedeme nejprve rozbor prichodu signdlu bBez Humu.

FM signél je ddm vztehem (8. 79). Vime, 3e jeho st¥ednf vykon p¥i modulaci je ro-
venr vykonu nosné a tedy Si= Ac/ 2 . Vystupni napé&t{ demodulétoru je umérné

okam¥itému kmito¥tu W, , koeficient Umérnosti oznadme X , tJ.
t
solt) = @i = & [wct +ky [ s) dt] = dwe + kg stt),

Uzitedny signdl je X k¢ s(t) a jeho stfednt vgkon
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So = otid G (8.206)

Dédle hledejme stfednf{ vykon Sumu. Proto¥e §1¥ke pdsma vstupu pFijimake
Je 240 (obr. 8.32), je podle (6.247)

We+4Q
.1
Nj = 7 f Sy (@) dw, (8.107)
We—~-40

Predpokldddme, e Sum je bily, tj. jeho spektrélnf vykonovéd hustota (odbr. 6.37)
Sn(w) =N/2 a vykon

Ni=§1'fN‘2A'Q=2NAFiAF'§A_g%' (8.208)

Pro urfeni vystupntho vfkonu pFedpoklédéme, %e platd vyse uvedeny pred-
poklad - budeme proto poXftat pro nulovy signdl S(t) . Ne vstupu detektoru je
pek nosnd a Zum

AcCos @ot + Nt) =[Ac +A(t) ] cos wg t + Ct) sin w t =

=Etlcos[wet +at)] | (8.109)
kde obdlke :
E(t) = V [Ac+AMP +Cap (8.110)
a féze
8t) = arctg —C{_
) = arctg ActA® - (8.111)

PPFedpoklddejme nyn{ mal¥ Zum ve asrovnédni s nognou, tj. Ac >> A(t)I Ac>> CQi).
V tomto pripadd je féze

8 (t) £ arctg QA“?’ 2 C(t)/Ac (8.112)

a okemZ?ity kmitoZet je
wi=i[wt+8(t)]=cu +1—C'(t) (8.113)
dt c C Ag * *
Sigmdl na vy¥stupu demodulétoru pred dolni propusti je umErny okem¥itému
kmito&tu
Spit) =t wj = & [we +Cl(t)/ Ac ) (8.113a)
a tedy Bumové sloZks na vystupu je

No(t) = < C'(t)/ Ac . (8.114)

MiYeme si predstavit, Ze ndhodny proces C'(t) zIskéme na vystupu derivadniho &le-
nu, na jeho¥ vestupu je proces C(t) . Prenosovd funkce derivainfho ¥lenu je

- 29-



H(wW) = JW & podle (7.26) md%eme urdit spektrdlnf vykonovou hustotu Sc! (w)
procesu C'ﬁ) , zndme-1i spektrdlni vykongvou hustotu Sc(w)proceau C(t) , jako

Sc'(w) = w? SC (w).
Potom spektrdlnf vykonovéd hustots vystupntho néhodného procesu (8.114) je
(pfed dolni propustf)

So (w) = (_% )2 S¢ (w). (8,115)

Ze zdvird odst. 7.3.1.2 plyne, Ze proces C(t) mé& stejnou spektrdlni vykonovou hus-
tetu Sy(w) jeke vstupnf Sum N(t). Tzn., Ze spektrdlni vykonové hustota za dolni
propusti je

dw |?
(_A—c] [ Snlw+we)+ Sy(w-we)] § 1wl < wm,

So((JJ)“=
0 ; lwl>wm
(8.116)
s v phipeds bflého Bumu Sy(w+we)= SywW-we)=N/2,
t3. w 2
(fz ) v et <om
So(w)= (8.217)
0 l jwl > wm ,
z %eho¥ uriime stfedni vykon 3umu na vystupu
2 Wm 3
- &N 240 <1 (_°<_ 2N wm (8.118)
No=gp | wiae =T (R

ZlepsSen{ odstupu signdlu od Zumu urdime ze vztahd (8.118), (8.,1206), (8.108)

N
(So/No) _ 20(2kf2 D) -2NaF.3 A% T
(SI/ Ni) A’é 0(9- N w3m

t3.
(So/No) _ 6k} X0 a0
(si/N) o3

. (8,119)

Pokusme se nyn{ porovmat FM s AM. U FM dostaneme 2z (8.106) a (8.118) pro odstup
signdlu od ¥umu ma vystupu demodulétoru

39_) _ 39 AL K A
No /rm N wly,

Podobn® u AM na vystupu obdlkového detektoru je podle (8.53) & (8.54)

So = &01) . No=DIN®]
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a v pf{padé bilého Zumu pri ¥f¥ce pdema 2wy Je Ng =Nwmp /T
s tedy '

S an
(_0) = s (84120)
No /amM N wm
Potom
/N
(So /Noley =3( Ac k¢ ). (8,121)
(So / No)am Wm

Ve virazu (8.121) je A samplituda nosmé FM. Predpoklddejme, %e nosnd AM je ta-
ké Ac a %e modulalnim signdlem je harmomicky signdl. U AM budeme p¥edpoklddat,
Ze hloubka modulace M,y = 1; potom amplitude. modula¥niho signélu je také A .
Je-11 tento signdl teké modula¥nim signdlem pro FM, je Ac kf= aQ a (8.121)
pFfejde ma

(So/No )

— =3p? |, _ 8,122
(So/Nolan (8.122)

Z toho je z¥ejmé, Ze odstup eigndlu od Bumu je u FM v&t3f neZ u AM, je-1i

N> 1/V§ % 0,6, tj. u Birokopdsmové FM. Tohote zlepZeni je dosaZeno za cemu
zvitSent X{¥ky pésma. Ctendr si sdm ovérf, Ze pro /3 = 5 je odstup 75 krét lepdf,
aviak potFebnd ¥{Fka pdsme vzroste 8 krdt (nutno pouZft obr. 8.27).

Uvedené vysledky Byly ziskény pro maly Sum. Budeme-li (3 zvySovat, poros-
te 5{*ka pdems & poroste vikon vstupniho 3umu, &% dosshne vykonu nosné a vysled-

ky se zhor3f - vznikne prahovy jev. Ten lze wysvdtlit ndsledujcim zpisobem., Na
vstupu detektoru je signdl a ¥um. Sum mdZeme vyjédrit pomoct obélky R(t) a fdze
® (t) , vysledny signdl pomoci obdlky E (1) a féze Q) :

Ac cos [ wct +kff5(t) dt]+N() = Accoslwet + ¥(t) ]+

+ R(t) coslwet + $(t) ] = E(t) cos [wet + (1) +B )]
tj. féze .

Acsinly(t) - ()]

Ot) =arctg . (8.123)
R(t) + Ac cosly(t)- gt) ]
¥ pripadé velkého Zumu je R(t)>> Ac a (8.123) pFejde na
B(t) < arctg AcSN¥® -¢W)] . Ac sin[y(t) - $(1) ). (8.124)

R(t) R(t)
Nap&ti na vy¥stupu detektoru je

sp = o Lwct + 80 +0(0] = o [we+ $ty +610) 1,
Nepstf oL §'(t) je Sumové, ufitedny signdl je obsa¥en v 't} . z (8.124) je vBek

zrejmé, Ze O () obsehuje néhodny proces 1/R(t) =a ufitedny signél nelze o0ddilit;
v¥stupn{ nap&t{ detektoru Jje Bumové. Tento jev vznikne od urdité prahové hodnoty
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Si/Ni . Situace je zmézornmina ne obr. 8.33.
N ,

Podle (8.117) spektrdélnf vy-
konovéd hustota Bumu zdvisi na kwad-

§g rdtu kmito&tu. Pro delsf zlepSent
No FM odstupu signdlu od 3umu se v moduléd-
[dB] toru zdlrazni{ wy33{ kmitolty

(preemféze). V demoduldtoru je mut-
né toto zdiraznini kompensovst
(deemféze).

DSB-SC

Postupem uvedenym vyde lze
snadno odvodit, %e u Pdzové modula-

0 1 ce je

L [dB]
% (So/No)em - (A.Q 2

e (SO/NO)AM Wm
Obr. 8.33 (8.125)

1

kde A () je kmito¥tovy zdvih fézové modulace podle (8.83) a Wy Je Eirka pés-
ma dolni propusti za fézovym demoduldtorem.

8.2 INPULSOVA MODULACE ’

Jak jsme uwedli v dvodu této kapitoly, miZe byt moany signdl diskrétaf
v %ase - posloupmost impulsfi. Paremetry impulsd je t¥eba #1dit hodnotou modulad-
niho signélu v okamZikw vzniku impuled - provést jeho vzorkovédnf. Pokud hodnoty
vsorkll ¥{dfc{ parsmetry impulsd nabyvaji nespoletm® mmoha hodnot z urditého in-
tervalu (spojité posloupnost - wiz kap. 1),m1uyime o analogové impulsové modula-
ci. Nabfvaji-1i vzorky konefného poltu hodnot, které zpreavidla vyjadPujeme S{sel-
n&, mluvime o Eislicovfch nebo k6dovich impulsovych modulacich.

Spolednym zdkladem impulsovych modulaci je Shannon-Kot&lnikovove vzorkova-
c{ v3ta probrand v odst. 5.2.6. PFipomenme jej{ podstatu. Méme-1i spojity sig-
nél s(t) se spektrem omezenym na kmito&tové pésmo (-fy, 1fy) & odebirdme-1i vzor-
ky se vzorkovacim kmitoltem f,,>2fy, miZeme s(t) aproximovet soutem signdld
typu SinN X/X . Tyto signély jsou véZeny hodnotsmi vzorkd a svfch meximdlnich hod-
not mabfvajl v okam¥fiku odebrdni vzorku. Zabjvejme se nejprve principem ziskdni
signdld Sin X/X véZenych hodnotami vzorkd.

Budeme-1i ziskdvat vzorky se vzorkovacim kmitoZtem vyhovujicim vzorkowaci
vdt&, vAZit Jimi Diracovy impulsy e ty p¥ivAd&t nes vstup dolni propusti, dostane-
me na jejim vystupu podle (7.17) poZadovamou posloupnost funkef Sin X/ X
vé¥enych hodnotami vzorkid. Seftenim &lend této posloupnosti dostaneme pivodnt
signdl. Z uvedeného je tedy ziejmé, %e pro premos signdlu stal{ prendBet jeho
vzorky s dostateimou rychlostf{, umime-li 2z nich nap¥. vySe popsanym zpisobem re-
komstruovat signdl. Vzorky miZeme, jak jsme uvedli, prfendSet tak, Ze jimi #{dime
n&ktery z perametrd posloupmosti impulst u modulaci analogovych, nebo je pPfend-
ifme jako Zfslas u modulaci kdédovych. Zabyvejme se nymi anelogovymi impulsovymi

modulaceni.
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8.2.1 Ansalogové impulsovd modulace

V posloupnosti impulst je kaZdy impuls definovén

1) vyskou (emplitudou) A,

2) #i¥kou T ,

3) polohou na ose &asu.
Podle toho, ktery z perametrd impulsd ¥f{dfme odebiranymi vzorky signélu s(t) ,
rozli¥ujeme tyto typy modulace:

1) impulsové smplitudovéd modulace (PAM - pulse amplitude modulation),
2) impulsové ¥{¥kové modulace (PDM - pulse duration modulation nebo
PWM - pulse width modulation),

3) impulsové polohovd modulace (PPM - pulse position modulation).

Ne obr. 8.34 jsou schematicky zndzornZny prib&hy posloupnosti impulsd pro
vSechny tri vyde uvedené modulece a dany signdl S(t) .

s(t) | xjt) vzorkovaci impulsy

\&L \T& \TV_ZETVZS '\/__MTV_ZB t

sm (1) v ! e I |mpulsovc ampli-
1 Nz Z % —— { ~i— tudova modulace
Sl
g
T i | ' ! ! | !
I
smt) } : E ;_ ; i ; |
{ Y
27 AT impulsova Sirko-
] 7 7 % 4 Z ? va modulace Obr. 8.34
T T/ % { /I ! !
O
Sm(t) ! .
77 % é ? é ; é’ P71 impulsova polo-
% % ] hova modulace
A1V ] 7
0 Tyz vzz Tvza[ Tvze\ TVZATLZQ \Ivzz \Ivzs

‘ Pri 3{¥kové nebo polohové impulsové modulaci musi byt impulsy modulovaného
signdlu zpo¥d¥né za vzorkovacimi impulsy, protoZe nemohou byt generovény drive
ne¥ jsou odpovidajfcf vzorkovac{ impulsy privedeny na tvarovaci obvod.

P¥i amplitudové a ¥fFkové impulsové modulaci impulsy modulovaného signédlu
nevymiz{, Jje-1li s(t) = 0, ale jejich perametry nabudou definovené nenulové hod-

noty ( Ag:To ).



P¥i premosu impulaovd modulovaenyeh signédld na velké vzddlenosti je tPeba si
uvédomit, ¥e impuleo¥¥ modulovany signdl obashuje stejnosm¥rnou sloZku & nizko-
frekvenini sloZky (prvmf hermonické slofky vzorkowactho kmito¥tu fyz ). P¥{my pFe-
nos tskovéhoto signdlu na velké vzddlemosti neni moZny. Proto impulsové modulove-
nym signélem S (t) modulujeme vysokofrekvenZni harmonicky nosny signdl a p¥emos
je proveden jeho prostfednmictvim.

Skupinové schéma vysflade impulsov® modulovaného signdlu je uvedeno nea

obr. 8.35.
sit) | dolni pds-
—a mova
propust
0+fm

vzorkovaci | _|imputsovy vysokofrek-| syt
obvod moduldtor [ _Veneh
modulator
generdtor generator
vzorkovaci- nosného vf
ho signalu signdiu
Obr. 8.35

Zpisoby, jak modulujeme impulsy nosny harmonicky signdl, se budeme zsbyvat
ve zvldStnim odstavci. Zde probereme vytvélenf posloupnosti impulsd.

8.2.1.1

Impulsové emplitudovd modulece PAM

Rozezndvéme 3 typy PAM podle zptsobu vzorkovéni

- idedlnf vzorkovdni,

- pPirozené vzorkovéni (v ruské literatufe vzorkovén! 1. druhu, v Zeské
literatute /2/ presné vzorkovéni, anglicky natural sampling),
- okam¥ité vzorkovéni (vzorkovéni 2. druhu, zerovnené vzorkovéni, ang.
flat top sampling /25/).

U v3ech typd vzorkovénf "mésobime’ moduladni signél s(f) posloupnost{ impulsd p)

spamlt) = sit) e p(t)

Jednotlivé typy PAM se 1i¥{ cherekterem posloupnosti PG) .

a) JTdedlni vzorkovini

(8.126)

Ideéln{ vzorkovéni jsme popsali v uvodu tohoto odstavce. Impulsy v posloup-
nosti (8.126) jsou Diracovy a tedy

pit)=) dlt-kT,).
K

(84127)

Proces vzorkovéni mi¥eme nejsnéze analyzovat v kmitodtové oblasti (obr. 8.36).
Predpokléddme, e spektrum modulanfho signdlu je omezené. Spektrum £ (w) posloup-

nosti Diracovyech impulsdy p(t)

jsou Diracovy impulsy v oblesti kmitoZtu.

8]



s(t) S (w)

-
0 -
I t Ym0 “m
p(f) vb— @ .2_"-
P(“") v TV
0
-va -wy 0 Wy, 2wy 3w, w
si(h) '(“”' wm | wm

.YI'L“’“ =

0 T?FrfﬂfN. JI { k. %71

Wy @y 0 wy 2w, 3wy @

Obr. 8.36

Spektrum moduloveného signélu (8.126) je déno konvoluci spektra signélu a spektra
Diracovfch impulsd. TvoF{ ho opskujfc{ se laloky spektra signdlu s(t) posunuté
o ndsobky vzorkovaciho kmitoZtu.

Modulalni signél ziskéme - jek je z obr. 8.36 patrné - pFivedeme-li signdl
na dolni propust. To je stejny vyeledek, jako pFi analfze v oblesti Zasové, kte-
ry jsme uvedli v dvodu odst. 8,2.

Z obr. 8,36 znovu dostaneme vysledek plynouc{ ze vzorkovaci v&ty. Abychom
mohli pomoct dolnf propusti ziskat spektrum S(w) module¥ntho signdlu s(t) , e~
smi se laloky spektra modulovanych Diracovych impulst p¥ekryvat, tedy musfi byt

2wy < wy

t3.

fv =2 fm |. (8.128)

Pro pFenos modulovenych Diracovych impulsd by bylo tfebam pFrendZet nekoned-
n& Biroké pdsmo kmito¥tl. ProtoZe vBak chceme ziskat jen modulaini signél, neni
to nutné.

Diracovy impulsy nelze realizovat. PouZivéme proto uzkych impulsd rtzného
pribZhu, které budeme v prvém pribliZen{ powaZovat za obdélnikové.

B) Prirozené vzorkovémf

Signél p(t) je posloupmost obdélnfkovgch impulsd a vzorkovéni spodivd Vv
tom,¥e se skuten¥ provddfl soudin (8.126) viz obr. 8.37. V kmitodtové oblasti
vzniknou op&t laloky odpovidajfci spektru pivodniho signdlu. Jejich vySka je v3ak
ddéna koeficienty Fourierovy Fady odpovidajfci signélu p(t) .

Z obrdzku je zFejmé, %e i zde musi byt zachovéna podminka (8.128) a Ze
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t Nuwy -wy 0 w, 2wy W
spanlt) | s(t) pit)

obr. 8.37

k zi{skdén{ modulsdmfho signédlu sta¥&{ pFivést modulovené impulsy na dolni propust
s amplitudovou charskteristikou | H(W)| . Ka jejim vystupu ziskéme modulani
signél.

¢) OkamZité vzorkovéni

U prirozemého vzorkovéni mé kaZdy impuls jiny twer. U okemZfitého vzorkové-
nf maj{ v3echny inpulsy.atejny pribéh, méni se jen jejich emplituda. Je-li pri-
bsh jedmoho impuleu q(t) , zapiZeme (8.126) jako '

+00

spantt) =¥ s(nTy) q(t-nTy). (8.129)
N=-co
Praveh q(t) nejZast&ji ment obdélnikovy. Proces vzorkovén{ pek miZeme po-
peat podle obr. 8.38. Signdl q(f) je impulsovéd odezva obvodu ne Diraclv impuls.
Obvod mé premosovou charakteristiku Q (@) < g(t). Potom posloupnosti Diracovych
impulsd véZenych hodnotemi signélu odpovidajf impulsy podle vztshu (8.129).
Vv kmitodtové oblasti je proces vzorkovéni snalyzovén na obr. 8.39.

Spektrum S (w) na vstupu lineérniho obvodu s pFenosovou charakteristi-
¥ou () (W) odpovidé idedlnimu vzorkovédni. Konvoluce pribZhu impulsd (zde odpovidéd
impulsové odezv&) s posloupnost{ Diracovych impulsd 44 modulovany signédl. Konvo-
luei v Zasové oblasti odpovidd, jek vime, soufin v kmitoZtové oblasti. Dostévéme
podobny vysledek jako u prirozeného vzorkovdni. Presto viak je zde podstatny
rozd{l. Leloky spektra moduloveného signélu nejsou opskovénim spekira moduladni-
ho signdlu. Hodnota spektra modulovaného signdlu se na ke?dém @ z{8kéd Jako
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sou¥in S(w) Q(w). Nenf-1i pribéh Q (e)) dostate¥né plochy, vznikd tzv. aper-
turové zkreslenf s signdl Span(t) po prichodu dolnf propustf nmeodpovidd presnt
moduladnimu signdlu. Zkresleni lze odstranit, pouZijeme-li mf{sto idedAlnf dolmf
propusti propust s emplitudovou charakteristikou

1
[t lw| = W
IH(w)|={ ' m!
0 i Wl = Wm,

8.2.1.2 Impulsové 3{Fkowd modulace PDM

PFi impulsové Bf¥kové modulaci zavisf Zf¥ka (trvédnf) impulsu ne velikosti
pr{sludného vzorku. Trvén{ impulsu lze vyjddfit vzishem

4

Tk)=TolM+ms (kTyz)], (84130)

kde To je trvém{ impulsu bez modulace (s (t) = 0) a
'm Je &initel um&rnosti, ktery zajidfuje, aby pro ¥#édnou moZnou hodnotu
. signélu s{t) impulsy newymizely; 0 <m < 1.
Pak lze posloupnost impulsd popsat rovmict

Spom(t) =) Agrect [t=kTwz ] (843)
K T(k)

Doposud jsme pPedpoklédeli, Ze pri impulsové B{Fkové modulaci je vzdéle-
nost impulstt komstantnf. V technické praxi vEek byvé zachovédna konstantni vzddle-
most néb&imych hram impulsd, kdefto poloha sestupnych hran se m&ni podle hodnoty
vzorkd. Spekirdélni smalyzs signélu s &ifkovou impulsovou modulaci je velmi komp-
likovand. Zplsob gemerovéni BiFkowE modulovaného signdlu Je na obr. 8.40,

¥ pédiové komunikaci se PDM poulivéd pom&rn® mélo. SlouZ{ pFedeviim ke ge-
nerovéni PPE sigmélu (odst. 8.2.1.3).

8.2.1.3 Impulsovd polohové modulace PFM

U impulsové 3i¥fkové modulace nesla informaci o velikosti vzorkd poloha
sestupsé hrany impulsu. Poloha sestupné hrany impulsu u PDM signdlu mbZe tedy
slouit ke generowén{ PPM signdlu, jek je naznalemo na obr. 8.41.

Impulsy pfi PPM nem&n{ dobu trvéni, lze je generovat velmi dzké v porov-
nén{ & impulsy pri PDM a vfkon wysilale je daleko 1lépe wyu2it. Smf%eni vfkonu pri
PPM je jeji hlawni vyhodou.

Ozmed{me-1i okam¥ik vyskytu kedého impulsu t | , pak pfi rovnom&rném vzor-
kovénd v &ase {:I('TVZ mi%eme %asové umisténi kaZdého impulsu popsat rovnict

ty=kTyztto S(kTyz) {8.132)

kde to Jje modulaini konstanta, kterd fyzikdln& znamend nejvEt3f dovolené Za-
sové posunutf impulsu vzhledem k oksm¥iku t=Kk Tyz, tj. vzhledem k okemZiku
v¥skytu impulsl pro s(t) = O. PFi nerovnom¥rmén vzorkovéni, které se v praxi
tastdji pouzivd, je vzorek pro k-t§ impuls vybrédn v &ase
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b=k Tyz+to s(ty). (8.133)

Nesnfz viak spoZ{ivé v tom, %e okam%ik vzorkovédni nenf urlen explicitn&. Zpisobd
¥eZerm{ tohoto problému je uveden v literatule A3/,

8.2.2 ({sliecovd impulsové modulsce

8.2.2.1 Koédové impulsové modulace PCM

Kddovd impulsovd modulace se ¢asto oznaluje jako PCM (pulse c¢ode modula-
tiom). Princip %innosti moduldtoru je naznaZen na obr. 8.42.
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Spektrum signélu s(t) Jje nejprve omezeno na pésmo kmito¥td 0 < f < fy
dolni propustf. Ze signélu s omezenym spekirem jsou vybrény vzorky ve vzorkove-
eim za¥fzenf{. Jejich amplitudy jsou v kventovecim za¥fzen{ porovnédny s predem
urdemymi, tzv. kvemtovaeimi drownimi. Vysledny kvantovany signdl qu(f) Jje
tvoren diskrétnimi impulay, jejich% velikost miZe nabyvat pouze kone¥ného po&tu
Q rozngch hodnot (podle po¥tu kvantovecfch trovaf). KaZdy impuls kvantovaného
signdlu je podle své velikosti preveden na skupinu » impulst (slovo) podle
pFedem stenovemé dohody - kddu.

Parsmetry zakodovaného PCM signdlu zdvis{ jek na podtu urovn{, tak na pod-
tu impulsd ve slovu. NiZe-1i kaZdy impuls ve slovu nabyvat & diskrétnfch hodnot
8 mé-1i slove ¥ impulsd, miZe Jjedno slovo vyjddrit /49 moZnost{. Md-1i systém
Q kventowacich urovnf, musf byt

Yy=Q.
“ (8.134)

GastZji vBsk potfebujeme k danému poZtu urovnt (I 2znét poet ¥ impulsd

ve slovu. Z (6.32) dostanems

Y z log.Q. , (8.135)
¥ praxi &asto pracujeme s dvoustavovym systémem, kdy impulsy we slovu
mohou mabywat pouze dvou hodnot a tedy M = 2. Potom polet mo¥nych kvantowacich
Urove! p#i ) impulsech ve slovu je

~ 97
Q=2 (8.136)
Na obr. 8.43 je zmdzorn¥nm proces PCM p¥i osmi kvantovacfch drovafch a
tfech impulsech ve slovu. ‘

Pro demodulaci PCE je nutny Zfslicow-analogovy pfevodnik. Na jeho vystu-
pu ziskévéme vzorky signdlu. Jejich filtrac{ dolnf propusti dostaneme demodulova~
ny signmdl. Je treba zddraznit, e demodulovany signdl se 1i%f od signdlu modulai-
ntho i v pfipadd, Z%e se pri pXemosu neuplstnf Zum. V modulent soustav® totiz
venikéd tzv. kvantovac! ¥um zsokrouhlovénim velikosti vzorkt signdlu na kvantova-

ci drovné.

842.2.2 Delta modulace DM

Delta modulace (DM) je obm&na impuleové kddové modulace. Jej{ hlavni vy-
hoda spodivé ve znalrém zjednodusdenf kddovaciho zarfzeni.

Podstata delta modulace spolivéd v porovndvdni okam?ité hodnoty signélu
S{t) a jeho "schodovité" aproximace Sq(t) . Zméma hodnoty aproximujfciho signé-
lu Sq(t) miZe nastat jen v okam¥icfch k Tyz » k=1, 2, 3, .... Velikost
zm&ny je * A .,
Fejprve vytvorime rozdflovy signdl s (t)- sq(t). Ten je veden na omezova®
s velmi strmou charakteristikou, na jehoZ vystupu se objevuje signdl + 8 nebo
-A podle znamémke rozdflového signélu; hodnote A je pevn® déna. V¥stup ome-
zovale se pravidelm® idedln& vzorkuje e periodou TVZ , tak%e vznikd posloup-
nost impulsd
sp(t)=4) sign [s(kTyz ) = sq(kTy, )] §(t-kTyz) .
k (8.137)
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Obr.8.43

kterd je vystupnfm produktem moduldtoru. Integraci t&chto impulsd zi{skévdme scho-
dovitou aproximaci Sq(t) signdlu S(t) . Principidlni zapojenf moduldtoru a pri-
béhy signéld Jjsou na obr. 8.44.

Jestlize je s(t) > Sg (1)

tou + 4
vzroste Sg (1)

, vznikne ma vystupu omezovaeZe signdl & hodno-
e na vystupu moduldtoru Diraclv impules s véhou + A . Jeho integraci
o hodnotu + A . Porovnévéni se opskuje s periodou Tyz =a sig-
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nél Sg(t) se "schodovwitd" zw&tsuje a¥ prekro¥{ hodnotu S(t) . To md za nésledek,
Ze vystupn! signdl omezovale Je -4 ana vy¥stupu moduldtoru vznikne impuls

s véhou -4 . sSignél Sq(t) klesne o hodnotu - A . Nem&nmf-1i s(t)  hodnotu,
Je sq(t) obdélnfkovy signédl a na vystupu moduldtoru jeou st¥fdavé kladné a z4-
porné impulsy.

Z obr. 8.44 je zrejmé, Ze stupnovitd se mnfci signdl Salt) sleduje signs1

st} .s pFesnost{ lep3f ne¥ A , krom& dvou oblast{. Prvs oblast, kde rozdfl me-
zi s(t) a sqlt) je v&t3f nez & , je na po¥&tku moduladafho procesu. Tato ob-

last zvend startovac{. je mutnd k tomu, aby signdl Sa(t) doséhl velikosti signélu
s(t) . Jejt velikost je prfmo tm&rné hodnot& signdlu s(t} , period# vzorkovén{

TVz a nepfimo uUmErnd kroku A , Je to neproduktivni oblast sniZujfef pohotovost

delta-modulétoru k provozu. Daldf oblast, kde signsl Sq(t) nesleduje signdl s(t) ,
vznikd, kdy? zm&na hodnoty signdlu st} Je v&tZ{ neZ mo¥ny vzrist nebo pokles
signédlu sq(t) . Aby nedochdzelo k tomuto Jevu, ktery p¥i rekonstrukci signdlu
ne pFijimec{ stren¥ zpisobuje jeho zkresleni, mus{ byt kmitoZet vzorkovéni fvz

dosteteln¥ vysoky pro deny krok A . Méme-1i nap®. harmonicky module&n{ signél
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s(t) = Ajpcos Wy t , nejvEtsf zmEma signdlu je

dsit)
at lt=7-
za sekundu. Nejv&t3{ zmZna schodowitého signédlu za 1 sekundu je A fyz . by pri
modulaci harmonickym signdlem nevznikle chybe, musi byt nérdst schodovitého sig-
nélu wy5%{ neZ nédrdst s(t) , tj. A fyz Z WpAye Z toho plyne omezeni na amplitudu
signdlu s(t)

A < afvz . (84138)

Zvldstnim pfipedem DM je adaptivni delta modulace ADM. U ADM je krok
kvantovénd prom&nlivy e je tek moZmé modulovat signély s vyZ¥{ dynemikou ne?
u DM /4/.

Déle existuje diferencidlni PCM, kde se neprenéeji vzorky, ale rozd{ly
mezi predikowamou hodnotou signdlu a jeho vzorkem.

8.2.3 Sumové pomiry u impulsové modulace

Podobn& jako u modulace hermonického nosného signdlu budeme u impulsovych
modulaci vySetFfovet zlepien{ odstupu signdlu od Bumu na v¥stupu demoduldtoru
proti odstupu na sstupu.

8.2.3.1 PAM

U systému PAM se signdl S(t) vzorkuje a v pFijimeZi vzorky prochdézejf dol-
n{ propust{, ma jejimZ vy¥stupu je plvodni spojity modulain{ signdl. Signdl se
v podstat® premds{ p¥imo. PFi premosu se k n&mu pFilftd gum. Demodulace spo¥fvd
v prichodu dolnf propysti . je zrejmé, Ze se pri tom nijak neovlivnf Sumové
poniryﬂ a tedy '

Si/Nj

§.2.3.2 PMR

Posun impulsu pFi modulaci je vzhledem k Jjeho poloze bez modulace ddén hod-
motou vzorku S(kTyz) viz (8.132). Impulsy prochézejf sd®lovacim kanélem s B{¥-
kou pdsma B. To wvede ke zkresleni obdélnikovych impulsi. PFenesené impulsy miZe-
me nahradit lichob&Znikovymi, u nich%Z doba néb&2né hrany Jje pribliZné&

.1

(viz 3.41b). Touto "ndhradou” se stane modulace citlivou na Sum - viz obr. 8.45.
PRiZtemf{m signdlu o velikosti X se poddtek impulsu posune o

E=X tr
A (8.140)
Je-1i X néhodné, je také E néhodné e jeho rozptyl
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D[E]-(t—&{-2 DIx]. (8:2141)

T
T/
, Obr. 8.45
]
0 } t
0 te
Je-1i"ve sd&lovacim kandlu Sum N (t) » Dak op&t
DLEI=(4L)* DINI, (8.242)
Zm&na polohy k-té&ho impulsu'Al<= to S(|<TVZ) proti poloze bez modulace
bude pfi pFr{tomnosti Xumun
Ak=Ak+Ek =t05(kTvz)+Ek. (8.143)

Na pFijimecf stran& se poloha impulst pPevdd! na vzorky. Ty prochﬁzeji doln{
propust{ e nap&ti na jejim vystupu bude

Sp(t) =Z Ak Sa(wmt~kT)

(viz (7.17)). Dosadime (8.143) a dostaneme

Sol) =) to s(kTvz) Sa(wmt -kM+) E, Sa(wmt-kT).
K ’ k

KaZdé ze sum predstavuje kmity se spektrem omezenym na pésmo (—wm. Wm).
Podle vzorkovacf v&ty je prvd sums rovna to sit) » druhd je ¥um E (t) , tj.

Sp(t) = to s(t) + E(1).

Stfedn{ vykon v¥stupntho u%itedmého signdlu je
LIS Pred
So = tg sht) , (84244)

a vykon Zumu

No = DLE (t) 1.

Podle /3/ pletf, ¥e rozptyl Bumu je rovenm rozptylu vzorkd (stadf pFedpoklédat,
Ze Sum je staciondrnf) a tedy podle (8.142)

No =(2—r)2- DINM)) é(EJ—A)’ DINC( 1. (8.145)
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Pro urlen{ vetupniho pomé&ru S;/Nj pFedpoklédejme, %e jo tf << T
e lichob¥imfkovy} impuls miZeme nahradit obdélmfkovym. Je-li trvédnf impulsu T ,
Je jeho stfedni wfkon

Sj = A‘—%- . . (8.146)
Zi‘ijnﬁ je Ni=D (ING)] & tedy zlepSeni odstupu signdlu od Sumu je
So/No 2 7 .2 5% ’ .
= _— S . 80’1
S /N to T B t) (8.147)

ZlepSent odstupu signdlu od 3umu zAvisi tedy ma kvadrdtiu 3iFky pdsma.’

8.2.3.3 PCM
a) Dvoustavovéd PCM

Aby bBylo moZmé urdit vykom signélu, je ti¥eba zndt hustotu pravdipodobnos-
ti - pFedpokldddéme, Ze je rovnomdrnmd v deném intervalu. PFi dvoustavové PCM se
pak stejm® Zasto vyskytujf nulyajedni¥ky. Predpoklddejme, Ze nule odpovidd hodno-
ta signélu O, jedmi¥ce hodnota A . Potom st¥edmf hodnota signdlu je A/2 a
rozptyl A%/2 . Proto Sj= A?/2 . Predpoklédejme, %e hodnotu A , odpovidajfci
logické jedmilce, volime s ohledem na 3um pfi pfenosu kodu tak, aby byla K-krdt
vEti1 neZ je smirodatnd odchylka Zumu

A=K 6q. (8.148)
Ti{m je 4én i pemér S;/Nj , protoZe musf byt N;j = 62n

S;i/Ni=K%2 (84149)

Jek jsme ji¥ uvedli, vzamikéd v soustaw® tzv. kvantovac{ Sum, ktery zavéd{
sém moduldtor. Signdl prevddime me diskrétnf drovn¥. Rozdfl mezi drovnimi - tzv.
kvantowec! krok - oznadme A . Sum kventovénf je rozd{l mezi moduleinim signélem
a drovni, ma ni% je signél preveden. NejvE&t3{ moZmé hodnote kvantovaciho sumu Jje

A/2. Md%eme predpoklddat, %e signél je rovnomdrn¥ rozlo¥en na intervalu * aA/2
kolem drovn&, na nf% je preweden. Vime, ¥e rozptyl rovnomérmého rozloZen{ je dém
vztahem (6.86), coZ v na¥em pripad® je vykor kvantowaciho Sumu

A2

To také je vykon Bumu na vystupu N0=Nq .
Déle uriime vykom vystupniho signélu. Vystupnf signdl Sq(ﬂ z{ skédme

z kventovanych vzorkd Sq)  modulainfho signélu s(t} po jejich prichodu dolnt
propusti (viz (7.17))
Sq ) =] sq, Salwnt -k T), (8.151)
k

Vzhledem k ortogonslit® funke!f Sa miZeme pouZft Parsevalovu v&tu a pro stfednf
vykon plati /37
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2 2
sqlt) = s
qt Ak - (8.152)

Mé-1i kvantovany signdl Q urovni, které jsou stejm® pravd&podobné, ziskéme
za predpokladu velkého podtu vzorkd

2
S —}E_ P, %2
Q
kde l"sq Jsou hodnoty urovnf, tj. {ksq }k=1 = { 0,4,24....{Q-1) A}_
Potom (viz 27

2 _ 1 2, a2 2 - 2.
Sak = @ é 0%+ A2+ (280 + ...+ [(Q-1) A }
_A% " e | 2 00-1(20-1) _ pe(@-D(20-1)
=0 e 6 pih
k=0 6
(8.153)
Pro G>> 1 md¥eme psét
2 = Q A =S
Ze vztaht (8.154), (8.150), (8.149) dostaneme
So/No  gQ?

PFi Q drovmich kvantovéni potFebujeme na jeden vzorek (0g, Q  impulst. ProtoZe
spektrum moduledniho signdlu je omezeno kmito¥tem fp, [Hz] y odebird se za 1 se~
kundu 2 ‘fm vzorkd e systém musf byt schopen prendset 2 fp, log, Q impulsd za
sekundu. K tomu Je zapotFfebf urditd 5{¥ke pdsma.

Méme-1i spojity signdl se ZfFkou pdsma B[ Hz], mi%e byt prenesen pomoct
2B vzork) za sekundu. Naopsk miZeme tvrdit, %e 2 fy nezdvislych vzorkd za se-
kundu pFedstavuje signél Y (t)se spektrem omezenym nma pésmo (0, fry) Hz.

Lze tedy tvrdit, Ze misto 2 fm vzorkd mdZeme prendlet signdl ¢ (t) v pdsmu 3i¥ky
fm [ Hz ) . Proto soustava s 5f{¥kou pdsma B{Hz ] mi%e prend¥et 2 B impulsd
ze sekundu.

Pro prenos 2 fmlogzO impulsd za sekundu potPebujeme tedy 5{¥ku pédsma

B =fytog, Q
a z ni miZeme urdit

g7 = 228/fm

a z (8.155) dostaneme

So/No _ 8 ,2Blfn

(8.156)

Si/Nj K2
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b) M -stavovd PCM

Podle (8.’135) Je polet impulsd odpovidajfcich jednmomu vzorku

v =log(u,0.

Nechi opst dv¥ mejbliZf drovn® mej{ vzddlenost K6pn ; kde Opn je smérodatnd
odchylka ¥umu ve sd¥lowacim kendle. Potom impuls r-té drovng (r = 0, 1, ...,

M =1) mé emplitudu A =r K ¢n . Jsou-li hodnoty signélu rovnomérns rozlofemd,
Jsou ¥¥echny drovn& impulsd stejn¥ pravdspodobné. Potom stfedni kvadretickd hod-
nota impulsd, tj. vykom

-1

Si r2 Kieh =

Ming ks

A A2 4 A2, 4 a2 -1
2 _2 (- 2m-1)
K*ep ~S—5—— -

(8.157)

V pFfijime%i se dekdduje impulsovy signdl, vzorky prochézejf doln{ propustf a tak
se rekonstruuje modulaZnf signdl., Op&t je p¥*itomen kventowac{ 3um. Jeho velikost
neni ovlivn¥na poltem stewd, jen vzddlenostf trowni. Proto pom&r So /NQ Je
stejny jako u dvoustavové PCM a

N =63 . (8.158)

Potom z (8.150) (8.154), (8.157), (8.158) dostaneme

So/No 24 Q2

- : (84159)
Si/Ni  K*a-N(2u-1)

2YepSen{ odatupu signdlu od Sumu miZeme opdt vyjddrit Sf¥kou pésma potFebnou
pro pfemeseni kédu. ProtoZe na jeden vzorek potFebujeme log‘uO impulsd, musf{ se
prendZet 2 fmloun impulst za sekundu. K tomu je potFebnd Bi¥ke pdsma

B =fmloguQ
a tedy
Q2=(u.28/fm .
Potom
So/No 24 2B/fm (8.160)

Si/Ni T RE (@ zpen ¢

Ve vySe uvedenyech vztazich m&ly wviSechny impulsy kladné hodnoty a prendsels
se tudf{? stejmosm&rnd sloZka velikosti

K52 ()
Tuto hodnotu lze odelist od wstupniho signdlu a zmenZit tek hodnotu Jjeho vykonu
na
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S| -Su-[—K-‘—“-(ﬁ-—U— 12 Ké" (&-1), (84161)

Potomw

So/No _ 48 /‘ZB/fm (84162)
\ Si/Ni K (u-1) )

Soustevy kédové impulsové modulace se pou¥ivaj{ pro p¥enos informaei na
velké vzddlenosti pomoci retransleinich. stanic. PFi ke%dé retranslaci se aigndl
zbav{ Sumu, protoZe se impulsy obnovuji{. Pokud je zak6dovany signédl retrenslaZ-
n{ stemie{ sprdvn& pfijat, je vysldn zcele zbaveny Zumu. Kodové modulace tedy
umo¥nujf pFfenos na libovolnou vzddlenost, je-1li dostateiny poZet retransladnfch
stanic.

U modulaci analogovych se neopak ¥um kumuluje. To Jje hlavni divod wyuZivd-.
n{ kodovych impulsovich modulec{ v modernich radiovych za¥fzenfch. S tfmto druhem
modulace se napi. setkdme u druficovych systémi.
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